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j£& EXAKTEN WISSENSCHAFTEN. 

Nr. 108. 



lÄHRSCHElHLICHKElTSRECHNÜNG 

(Ars conjectandi) 
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mit dem Anhange: 
Brief an einen Freund über daa Ballspiel 

iJtU de Paunte). 
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AnKuuujgu„^ 



Der groösartigB Aiitschwung, welchen die Natur wiBBenBchaften 
in unserer Zeit erlahren haben, ist, wie allgemein anerkannt wiid, 
nicht lum. kleiaeten Maasse durch die Ausbildung und Verbreitung 
der Unterrichtsmittel der Experimentaliorleaungen, Labora- 
torien u H w , bedingt 'Wahrend aber durch die vorhandenen 
Einrichtungen iwar die Kenntnies des gegenwärtigen Intaltes der 
Wis-enscbatt aut daa erfolgreichste Tcimittelt wird , ha,ben lioeh- 
stehende Jund weitblickende Manner TiiedLiliolt auf einen ilmgel 
hinweisen tnil-ien welcher der gegenwärtigen wiseenachaftlichen 
Ausbildung jungeiei Kräfte nur zu oft anhaftet E"! lat dies das 
Fehle» des historischen Sinnes und der Macgel an 
Keiintniss jener gro en \ibeite auf welchen das 
Gebäude der Wissenschaft luht 

Diesem Mangel soll duieh die Heriu-igabe der Klassiker 
deresaktenWissensehaften abgeholfe i wei den In handlicher 
Form und zu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun- 
gen der gesammten exakten "W i'^senechaften den Kreisen dei Lehren- 
den und Lernenden zuganglich gen acht werden Fs soll dadurch 
ein Unterrichtsmittel besehafit werden welches das Endringen 
in die Wissenschaft gleichseitig belebt und vertieft Dasselbe ist 
aber auch ein Forschungsmittel vcn giosstr Bedeutung Denn 
in jenen grundlegenden Schrifte i ruhten nicht nur die ELeime, welche 
inzwischen sich entwickelt und Früchte getragen haben, sondern 
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime , die noch der Ent- 
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden und 
Forschenden bilden jene Schriften eine unerschöpfliche Fundgrube 
von Anregungen und fördernden Gedanken. 

Die Klassiker der exakten Wissenschaften sollen 
ihrem Namen gemäss die rationellen Naturwissenschaften, von der 
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen 
aus den Gebieten derMathematik, Astronomie:, Physik, Chemie 
{einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Eedaktion führt von jetzt ab Professor 
Dr, Arthur von Oettingen (Leipzig); die einzelnen Ausgaben 
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen- 
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen 
übernahmen; für Astronomie Prof, Dr. Bruns (Leipzig), für Mathe- 
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), für Krystallkunde Prof. Dr. 
Groth (Möneben), für Pflansenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer 
(Leipzig), für Chemie Prof Dr. W. Ostwald (Leipzig), 
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Ersehienen sind biü jetzt aus dem Gebiete der 

Mathematik : 

Kr. 5. C. F. ßanss, Flaclientheorie, (1827.) Deutsiih heraasg. t. A, W an - 
geri». (ßlS.) Jl—.BO. 

I. 14. C. F. Clauss, Dia 4 Beweise der Zürleguiig ganzsr algetit. Functio- 
nen etc. (1799— 1S49.) HerauBg. -V. E, Netto. Mit 1 Taf, (81 S.) 
^ 1.50, 

II 17. A. Bravais, Atlianaiungen Über symnietr. Polyeder. (1849,] Übers, 
und In Gcmeinscliaft mit P. Grotli lieranag. von C. u. E. Blasius. 
Mit i Taf. (50 S.) ^ 1.—, 

» 19, Üb, d. Auzieliung homogener Ellipaoide, Abhandlungen -von LaplaCe 
(1783), ivoiy (1809), fiaiiBS (1313), Chasles (1838) und DIricIllet 
(1839). Herauag.TonA. Wangerin. (118 S.) Jl Z—. 

» 46. Abhandlungen über Varjations - Reuhnuug, I, Theilr Abhand- 
lungen von Joh. Bernoalli (1696), Jac. Bernonm (11)97) und 
Leoilliard Enler (1744). Herausgegeben von P. Stäokel. Mit 
19 Testaguren, (141 S,) ^ 2.—, 

..47, II. Theil: Abhaudlnngeu von Lagrange (1762, 

1770), Legendre (1786) und Jacol)i (1837). Herausgegeben von 
P. Stäekel. Mit 12 Teitflguren, (HOS,) »«1.60. 

« 60. Jacol) Steiner, Die geometr. Construotionen, ausgeführt mittelst der 
geraden Linie und eines festen Kreises, als Lehtgegenstand auf 
hbliBten Unterrichts - Anstalten and lur praktlsclien Benutzung, 
(1833) HPiausgpgeben \on A J t Oettingen. Mit 20 Test- 
flguren [S5 S ) ^ ilQ 

"64 C (1 J Jacobl Uber die vietfi h periodischen Functionen zweier 
^»nabeln, aul die sich die Thewie der Alel'echen Transcendeu- 
tfn stutit (1834) Herausgegeben von H.Weber, Aus dem 
Lateinufheu übersetzt yon A "ftittnig 140 8.) Jl —.70, 

65 öeorg ßosenliain, Abhandlung über die Functionen iweiet 
Vjmbler mii, Tlor Perl den, welche dl Inveraen sind der ultra- 
ellipt scheu 1 itegrale erster Klasse (IS'il ) Berausgegeheu von 
H Weber Aus dem Fra izJi'iiSLhpn übersetit von A, Witting. 
(94 S ) .^ i ISO 

B 67 A Göpel, Entwurf einer Theorie der Abel sehen Transcendenteu 
ei'tpr Oidi ung (1847 ) Herausg geben v n H. Weber, Aus dem 
LateiiU hen dletset« von A ■ftlttlng (bO S.) ^ I,—, 

II 71 ^ H Abel Untersui hungen uber die Reihe: 

i+_.+_j_^ . + ";i"7'i''"f ...+ 

18 G H US egeb n von A, Wangerin. (46 S.) ^ 1.—. 

" "3 Leonliaid Euler Zv. Abhandlungen über BphKrlscbs Trlgono- 
me B Gru diuga de sphärischen Trigonometrie und allgemeine 
sph n heTgnmetra (1763 u. 1779,) Ans dem Französischen 
ond LatainLchen übersetzt und heiansgageben von E, Hammer, 
Mite Figuien Im Text. (65 8.) ^1.—. 

- 77, C. ß. J. JaCObi, Über die Bildung und die Eigenschafteii der Detor- 
mlnanten. (De formatione et proprietatlbus Determinantium.) 
(1841.) Herausgegeben von P, Stacke! (73 S,} ^ 1.20, 
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Nr.78. J. C. ß. Jaeobi, Übet die Fniiot a m n [Da deWr- 

minantiöaa functionHlibus.) (1841.) H g g b n nP.StKckel. 
(72 8.) M 1.20. 

!■ B2. Jaeolj Steiner, Systematisolie En kl g d Ablingigkelt gpo- 
metrlschei Gestalten von einsuder, m B u L b gungdeiAibelten 
alter und «etiet Geometev liber P men P j ons-Melhoden, 
Geometria der Lage, TtanäTersileu D nd Reolpiocität etc. 

{1833.) I. Theil. HecauBgegeben A J ttingen. Mit 

% Tafeln und 14 Fig. im Test, (l^b &.J „s ,.— . 

„ 83. — - IL Theil. Herauägegeben Ton A. J. v. Oe ttingen. 

Mit 2 Tafeln und 3 Figuren im Test. (163 S.} M 3.40. 

« 90. A. Bravais, Abhandlung übBr die Systeme von regelmässig anf einer 
Ebene oder im Raum yertheiltenPunkton. (1818.) Übaiä. u. herana- 
gegsben von C. n. E, Blasiiis. Mit 2 Tatein. (142 8.) J? 2.— . 

» 91. G. LejeDne Dirichlet, Unters uclmn gen über verscMedene An- 
wendungen der Inünitesimalanalysis anfdieZahlentheorle. (1839 bis 
1840.) Deutsch lietiusgegeten vonE.Hauaaner. (i28S.) ^2.—. 

» 93. LeoniardEnleP, Drei Abliandluiigen über KartanproJectlOD. (1777). 
Mit 9 Testflg. Heransg. von A. Wangsrin. (78 S.) M. i.30. 

II 103. Joseph Louis Lagrange's Zusätze au Eulet's Elementen der Algebva, 
Unbestimmte Analysis. Ans dem Franiöaisohen übersetzt Ton 
A. J. TonOettingen, herausg. -ton H. Weber. (171 S.) ^2.60. 

1 107. Jakob EornouUi, Wa-hrscheinlicbkeitsiecliming (Ars oonjectandi}. 
(1713.) I. n. 11. Theil. Übersetzt und herausgegeben von 
E. Haussner. Mit 1 Figur im Test. (1629.) ^2.B0. 

»108. llLu.lV. Tiell mit dem Anhange: Brief an einen 

Freund über das Ballspiel (Jeu de Paumel. Übersetzt und 
heiaiisgegeben von R, Haussner. Mit 3 Fig. (n2S.) ^2,70. 
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG 

(Ars conjeotandi) 



JAKOB BERNOULLI. 

Tni3.) 

Dritter und vierter Tlieil 

mit dorn Anhange'. 
Brief an einen Freiind über das Ballspiel 

{Jeu du Faimxi]. 



Uobevaet^t uud lierausgegeben 



LEIPZIG 

VERLAG VON WILHELM ENGELMANN 
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[138] 

Wahrscheinlichkeitsrechnung 

(Ars conjeotandi) 
Jakob Bernoulli. 

Baäd 1713. 



Dritter Theil. 



Anwendungen der Oombinationslehre auf vorschiodene 
G-lüoks- und Würfelspiele. 



Aufgabe. Jemantl actzt, nachdem er zwei Steine, 
einen acliwai-zeu und einen weissen, in eine Urne 
gelegt liat, fUi' drei Spieler A, B, G einen Preis ans 
unter der Bedingung, dass ihn derjenige erhalten 
soll, welcher zuerst den weissen Stein zieht; wenn 
aber keiner der drei Spieler den weissen Stein 
zieht, so erhält auch keiner den Preis, Zuerst 
zieht Ä und legt den gezogenen Stein wieder in 
die Urne, dann thut B aU Zweiter das Gleiche, 
lind schliesslioh folgt G als Dritter. Welche Hoff- 
nungen haben die drei Spieler? 

Lösung. Offenbai- ist diese Aufgabe nur ein besonderer 
Fall des bei Gelegenheit der verallgemeinerten Aufgabe XI in 
dem ersten Theile gelösten Problems, dessen Lösung anf Seite 37 
gegeben worden ist. Es wurden dort die Hoffnungen mehrerer 
Spieler bestimmt, welche mit gleicher oder ungleicher Anzajil 
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4 Jiikob Bernonlli. 

ilei \un ileu tinztlEiu hmteibin mdPi /n tliueEdeu Wurfe ein 
^oilitbeu zu eiiBKlien -luchen, und e'i wurde für die Hoffnung 
ugend eines bpieleis die allgememe Formel 



gefunden. In dem vorliegenden Falle hat nun der Buchstabe a 
(die Anzahl aller Fälle) den Werth 2 wegen der zwei Steine, 
c (die Anzahl der ungUiiätigen Fälle) den Werth I wegen des 
einen schwarzen Steines, n (die Anzahl der jedem Einzelnen 
zustehenden Spiele) den Wei'th 1 für alle drei Spieler und 
Ä (die Anzahl aller schon erledigten Spiele) für A den Werth 0, 
füi' B den Werth 1 und füi' den Werth 2. Die Formel 
liefert dann für die Hoffnungen von A, B, C bez. die Werthe 
■^1 Ti h Folglich bleibt für den Veranatalter des Spieles 
die Hoffnung {- übrig, daas er seinen ausgesetzten Preis zurück- 
erhält. 

[140] II. 

Aufgabe. Die Spielbedingungen bleiben dieselben 
wie bei der vorigen Aufgabe; nur verzichtet der Ver- 
anatalter des Spieles von vorn herein auf seine Ue- 
winnanssicht zu Gunsten der drei Spieler, welche 
den Preis unter sieh theilen sollen, wenn keiner von 
ihnen den weissen Stein zieht. Welche Hoffnungen 
haben jetzt die Spieler? 

Lösung. Da jetzt der ganze Anspnich auf den Preis 
den drei Spieleni zusteht, so wird offenbar die Hoffnung jedes 
Spielers um -^ besser, d. h. um den dritten Theil der Hoff- 
nung, welche in der vorigen Aufgabe dem Veranstalter des Spieles 
zukam. Addirt man also ^ zu ^, J, ■^, so erhält man füi- 
die jetzigen Hoffiiungen von A, JS, C die Werthe -H, -^j ^■ 

III. 

Aufgabe. Sechs Personen A, B, C, 1), E, t, be- 
theiligen sieh an einem Glücksspiele, dessen Ver- 
anstalter den letzten Theilnehmern wohlwollender 
gesinnt ist, als den ersten: Zuerst sollen A und B 
allein mit einander spielen; derjenige von ihnen, 
welcher gewinnt, soll dann mit G spielen. Wer von 
diesen beiden Spielern gewinnt, soll mit 1) spielen. 



y Google 



WahrscheinliehkeitsrecliDung (Ars oonjectandi]. 5 

lind 90 fort bis aum letzten Spieler F. Der Gewinnei- 
des letztea Spieles erhält den ansgeaetzten Preis. 
Vorausgesetzt wird dabei, dasa in jedem einzelneu 
Spiele die beiden Theilnebmer gleiche Ansaicht auf 
Gewinn haben. Wie gross sind die Hoffnungen der 
seeha Spieler? 

[141] Lösung. Der erste Spieler A kann den Preis nur 
dann bekommen, wenn er über die andern fünf Spieler siegt, 
d. h. wenn er fünfmal hintereinander gewinnt; dasselbe gilt für 
B. Der dritte Spieler C kann nur dann den Preis bekommen, 
wenn er einen seiner Vorgänger A und B und die drei letzten 
Spieler besiegt, d. h. wenn er viennal hintereinander gewinnt; 
D muss, um den Preis zu erhalten, einen seiner drei Vor- 
gänger und seine beiden Naobfo^er besiegen, d. h. dreimal 
hintereinauder gewinnen, und ähnlieh für die übrigen Spieler. 
Die Aufgabe ist also ein besonderer Fall der allgemeineren, 
welche nach den Hoffnungen der Spieler fragte, wenn sie in 
einer bestimmten Anzahl von einzelnen Spielen irgend etwas 
bestimmt oft erreichen wollen. Die Lösung dieser allgemeineren 
Aufgabe habe ich bei der Aufgabe XII im ersten Tlieilc (8. 47) 
gegeben ; nach dieser sind die Hoffnungen von A und B gleich 

— und die Hoffnungen von C, D, M, F bez. gleich -j, -^, 

-j, — sind, wo a die Anzahl aller FäUe und h die Anzahl 

aller günstigen Fälle in jedem Spiele sind. Da nun ebenso- 
viele FäUe für Gewinn wie für Verlust in jedem Spiele vor- 
handen sein sollen, so ist a := 25, und folglich haben die 
sechs Spieler A bis F der Reihe nach die Hoffnungen -^, ^'j, 
tVi h \i i- ■'^i' Ausnahme der beiden ersten Spieler, welche 
gleiche HofEuungen haben, besitzt jeder folgende Spieler eine 
doppelt so gi'osse Hoifnung als der ihm vorangehende. Die 
Summe aller Hoffnungen aber ist, wie es sein muss, gleich 1, 
dem ausgesetzten Preise. 

IV. 

Aufgabe. Die sechs Personen spielen iu der 
gleichen Weise, wie bei der vorigen Aufgabe, mit 
einander; in jedem einzelnen Spiele, mit Ausnahme 
des ersten, aber haben die beiden Theilnebmer nicht 
gleiche öewinnaussiehten, sondern jeder Spieler hat, 
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R Jakob Beynoinlli. 

weaji er gegen seinen zweiten Gegner spielt, zwei- 
mal, wenn er gegen seinen dritten, bez, vierten 
Gegner äpielt, yiermal, bez. achtmal soviele Fälle 
für Gewinn als für Verlnst. Nur A und B spielen 
also anfangs mit gleichen Gewinuaussichten gegen 
einander, Erhalten auf diese Weise alle sechs 
Spieler gleiche Hoffnungen? 

[143] Lösung. Wegen der verschiedenen Gewinnaussichten 
bei den einzelnen Spielen gestaltet sieh hier die Berechnung 
etwas verwickelter. Man benutzt am besten die am Schlüsse 
der Aufgabe XII im ersten Theile (S. 47) gegebene Regel 

und die dort abgeleitete Formel —. , wo die Bnchstaben 

adg ■ ■ ■' 
b, e, h, . .. . die Zahlen der gflnstigen Fälle und a, d, g, . . . 
die aller möglichen Fälle bezeichnen; diese Foi-mel giebt die 
Hoffnung eines Spielers, welcher eine bestimmte Anzahl auf- 
einanderfolgender Spiele gewinnen mu3s, wenn bei jedem Spiele 
die Zahl der ihm günstigen Fälle nicht die gleiche ist. Die 

sohliessliehe Hoffnung _._._... entsteht aber offenbar 

"^ a d g 
durch Multiplication der einzelneu Hoffnungen, welche der Spieler 
für das Gewinnen der einzelnen Spiele hat (vergl. Satz III, 
Zusatz 1 des erafan Theiles). 

Um also eine methodische Lösung der vorliegenden Auf- 
gabe zu erhalten, muss man allmählich die Hoffnungen des 
ersten Spielers A bestimmen, wenn er erst B allein, dann 
B und C, dann drei, vier und schliessUch alle fünf Gegner 
besiegen will; alle diese Hoffnnngen müssen belcannt sein, 
Tim die Hoffnnngen der anderen Spieler berechnen zu können. 
Die Hoffnung des A, über B zu siegen, ist gleich \-\ will A 
Über B und C siegen, so ist seine Hoffnung gleich ^- • ^^\', 
will er über B, C und D siegen, so ist seine Hoffnung gleich 
i ■ I ■ 4 = tVi ^™^ v^mi er über B, O, D, E siegen will, 
so hat er die Hoffnung ,| . | ■ ^ ■ ,^ ^ -j^. Schliesslich findet 
man, dass die Hoffnung des A, Über alle seine Mitspieler zu 
siegen und also den Preis zu erhalten, gleich ist: 

Dieselben Zahlen geben die Hoffnungen, welche B hat, um 
über Ay über A imd C, u. s, w, zu siegen. 

C muss mit einem s einer^ Vorgänger , A oder B spielen 
— welcher kurzweg mit P bezeichnet werde — und hat die 
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Hoffnung -J-, ihn zu beaiegeii. Will C auch noch D, bez. 1) 
und E besiegen, so hat er die Hoffnungen |- ■ -1 = f, bez. 
I ■ i ■ i = ■^- Und schli633lieh , um P, D, E, F zn be- 
siegen und den Preis zu gewinnen, bat die Hoffnung: 

t ■ "if ■ 'S * f = JUS- 
[H3j Mus3 J) mit C spielen, so hat er die Hoü'nung |, 
über ihn zu siegen; mnss er aber mit A oder B spielen, so 
hat er nui' die Gewinnhoffnung ^. Nun hat aber von A, B und 
C jeder dieselbe Hoffiiung, nämlich \, dass an ihn die Reihe 
kommt, mit D apielen zu müssen; daher kann D- mit gleicher 
Wahrscheinlichkeit jeden der drei Spieler zum Gegner haben, 
und folglich ist (nach Satz III des ersten Theiles) seine Hoffnung, 
diesen vom Zufall ihm gegebenen Gegner zu besiegen, gleich 

— ^-— — = \\. Will 1) ausserdem noch seinen Nach- 
folger E besiegen, so hat er die Hoffnung ^^ . .| = ^j^j, und 
wenn er auch noch F besiegen und den Preis gewinnen will, 
so hat er die Hoffnung 



In gleicher Weise kann man die Hoffnungen von E und F 
berechnen; nui' ist dabei zu beachten, d^s sie beide nicht 
gleich leicht einen jeden ihrer Vorgänger zum Gegner er- 
halten können. Denn nach dem Vorhergehenden hat Ä die 
Hoffnung .4 = ^|, B ebenfalls ^^ = {|, C % = ^f nud 
D W, um hintereinander zu gewinnen , bis die Reihe des 
Spielens an E kommt. Es sind also je 12 Fälle vorhanden, 
in welchen E mit A oder B spielen muss, 10 Fälle, in 
welchen er C zum Gegner hat, und 1 1 Fälle, in welchen ihm 
D gegenübersteht. [144] Folglich ist (nach Säte HI des eraten 
Theiles) die Hoffnung des E, den seiner Voi^änger, welchen 
ihm der Zufall entgegengestellt hat, zu besiegen, gleich 
■24 . 4- _L- 1 ■ J- -I- 1 1 ■ A 

^^ 4 = ^7- '^'^^ ^ ^"**1^ "'^''^ ^™ 'ö^^^ 

teu Spieler besiegen und den Preis gewinnen, so hat er die 
Hoffnung 

"E7" ' 3" = "Bl- 
üm fortgesetzt zn gewinnen, bis die Reihe des Spielena 
an F kommt, haben die Spieler A bis E die Hoffnungen 
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tVti tW' A ^ "l^äVi T^3% AV' folgliüt liat F dafiii-, dass 
er gegen A, B, C, D, E zu spieleB hat, bez. 32, 32, 24, 
22, 25 Fälle. Daher iat seine Hoffnung, den Preis zu er- 
halten, gleich 



;+ 24- I + 22 ■ 



1.5 



----=^\h 



Bringt'] man nun die für die sechs Spielei gefundenen 
Hoffnnngen auf den gemeinsamen Nenner 34425, so ergiebt 
sich, dass sie sich verhalten mie 7680 7Ü&0 544« 4488: 
4250:4887 Addiit man die ^ecbs Hoftnungen zu einander, 
90 erhält man 1, was die Richtigkeit dei Methode und der 
Rechnung best&tiiit Die tiewinnhoftniingen Itli die sechs Spieler 
sind also nicht gleich 



Aufgabe. A wettet gegen B, dass er ans 4U Spiel- 
karten, von denen je 10 von gleicher Farbe sind, 
vier verschiedenfarbige Karten ziehen wird. Wie 
verhalten sich die Hoffnungen Beider zu einander? 

Lösung. Die Lösung dieser Aufgabe haben wir schon in 
dem Anhange zu dem eraten Theile (Aufgabe III, 8. 70) ge- 
geben. Hier wollen wir zeigen, wie dieselbe mit Hülfe der 
Combinationslehre gelöst werden kann. 

Zu diesem Zwecke nnfersncht man, wie oft aus 40 Spiel- 
karten je vier gezogen werden können, d. h, wieviele Quatet- 
nionen sich aus 40 Dingen bilden lassen. Diese Zahl ist {nach 

Kap. IV des zweiten Theiles) [143] gleich ( , ) = 91390, 

und ebenaoviele gleich mögliche Fälle des Spieles sind vor- 
handen. Unter diesen befinden sich aber 10000 Fälle, welche 
die Spielbedingung erfüllen und aus jeder Farbe eine und nur 
eine Kart« liefern, was sieh folgendermaassen zeigen lässt. 

Statt der vier Sorten von Kartenblättern nehme ich vier 
Würfel an, deren jeder 10 Flächen, entsprechend den 10 Karten 
jeder Farbe, besitzt. Dann sind mit diesen Würfeln ebenso- 
viele verschiedene Würfe möglich, als es Quaternionen von den 
40 Karten giebt, welche die gestellte Bedingung erfüllen; denn 
ebenso, wie von jeder Farbe nur eine Kai-te gezogen sein soll, 
zeigt bei jedem Wurfe jeder einzelne Würfel eine und nur 
eine Fläche oben. Aus der von Huygens der Aufgabe X des 
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ersten Thciles voran geschickten Untersuchung läsat sich ent- 
nehmen, dass mit den Tier gleichen Würfeln 10'^ 10000 
Würfe möglieh sLnS. 

Da min ebensoviele Fälle für A günstig sind, während 

die Ühiigeu 81390 Fälle für B günstig sind, so verhält sich 

die Hoffnung des A zu der des ß wie lÜOüü zu 81390 oder 
wie 1000 zu 8139. 

VI. 

Aufgabe. In einer Urne befinden sieh 12 Steine, 
4 weisse und 8 schwarze. A wettet gegen B, dass 
er blindlings 7 Steine, von welchen 3 weisse sein 
sollen, herausziehen wird. Wie verhalten sich die 
Hoffnungen Beider zu einander? 

Lösung. Diese Aufgabe ist die vierte der von Huygens 
im Anhange zum ersten Theile (S. 71) gestellten Aufgaben; wir 
hatten ilire Lösung auf diesen Theil verschieben müssen, weil 
sich dieselbe ohne Hülfe der Comhinationslehre nnr schwer 
hätte geben lassen. 

Die Anzahl der hier mögliehen Fälle ist offenbar gleieh 
der Anzahl aller Combinationen von 12 Dingen zu der 7'^" 

Claase, [146] d. i. gleich /'^J = {^^\ = 792. Fragt man 

nun weiter, wieviele dieser Fälle für A giUistig und wieviele 
ungünstig sind, so kommt dies auf dasselbe hinaus, als wenn 
man fragt, in wievielen dieser Combinationen zn der 7'*''CIasse 
sich von 4 bezeichneten Dingen 3 beliebige, aber ohne das 
vierte finden lassen; die Lösung dieser Frage ist in Kap. IV 
des zweiten Theiles (8, 105) durch die allgemeine Formel: 



gegeben wo n die Anzilil dei zu combinironden Dma;?, m die 
/all dei b DZ t ebneten Dinge und h die Anzahl dei Ictztcien, 
'S eiche m den Combinationou zu dei c'" Clis^e zusammen 
voikommen sollen bezeichnet "^et^t man alst =1^, c =^ 7, 

m = i ä = ^ 10 eihnit min / j I I = 4 "0 = Itiü Fj,lle, 

m welchen 4 die unl nui drei weisse titeme zieht und mit- 
hin gewinnt Die ibi gen 512 FJJle sind für B „'üuätig, und 
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fDiglicli \e l)lll 3 eil dl Hoüiiung des i zu 1p de« B wie 
2tjO zu 51' t lei wie i'\ bi 

Hieibei ist zu beachten da'ts 4 nui 1 weisse Sterne — 
nicht mehi und nicht wenigei — hei lusziohen soll Wäie 
der Sinn dei Autgabe daas A mmdestena -i weisse Steine 
heiausuehmen soll aber ■«tch noch gewinnen würde wenn er 
alle viel weissen '-'teme zieht «o ist die Anz'ihl dei füi A 
j;;tlnstigen Falle um die Zahl dei Combmatiouen zu dei 7*'"' 
Clasif giCtser in welchen ille viei weissen Steine voi 
kommen Setzt man in dei obigen Foimel m := b = i ao 

findet miu liese Zihl gleich 1 j := 5fe und addiit man diese 

Zahl zu 2b0 so bat man jetzt 13b ffli Ä gttnatige und 45b 
fiti B günstige F'Üle Folglich leihält sich bei diesei An- 
nahme die Hofiniing deä 1 zu lei les B wit. 33b im 1 6 
odei iB 14 11 

VII 

Aufgabe. Beliebig MtU &pielei J, b, C, . . . heben 
von einem Haufen Spielkarten, von welchen eine 
durch ein Bild ausgezeichnet iat, [147] während die 
anderen ohne Bilder (cartes blauohes) sind, die Blätter 
der Reihe nach ab; derjenige Spieler hat gewönnen, 
welcher die ausgezeichnete Karte abhebt A be- 
ginnt, dann folgt B, auf diesen C und so fort bis 
zum letzten Spieler; naoh diesem kommt die Reihe 
zn ziehen wieder an A uni so fort bis zur Be- 
endigung des Spieles. Wie verhalten sich die Hoff- 
nungeu der Spieltheilnehmer? 

Lösung. Offenbai' sind ebenso viele Fälle überhaupt mög- 
lich, als Kartenblätter vorhanden aind, da die anagezeichnete 
Karte sowohl an erster, als an zweiter, als an dritter, . . . 
Stelle liegen kann. Jeder Spieler hat daher ebenso viele 
giiuatige Fälle, als er Blätter aufheben kann. 

Wenn die Zahl der Karten ohne Rest durch die Zahl der 
Spieler getbeilt werden kann, so erhalten alle Spieler die 
gleiche Anzahl Karten, und folglich sind die Hoffnungen 
aller gleich. Ist also a die Anzahl der Spieler und ma die 
der Kai-ten, so erhält jeder Spieler m Karten, welche ihm 

die Hoffnung — - ^ — geben; die Reihenfolge des Aufhebens 

bringt in diesem Falle keinem Spieler einen Vortheil. 
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Wenn aber die Zahl der Karten nieht ohne liest durch 
die Zahl der Spieler getheÜt wei-den kann, so erhalten nieht 
alle Spieler dieselbe Anzahl Karten, und folglich sind auch 
ihre Hoffnungen nicht sämmtlioh einander gleich. lat jetzt 
die Anzahl der Karten gleich ma + 6, wo b<^a ist, ao ent- 
fallen auf jeden dev ersten b Spieler m + 1 Karten und auf 
jeden der übrigen nnr m Karten; es verhält aieh also die . 
Hoffnung eines der ersteren Spieler zu der Hoffnung eines 
der letzteren wie wi + 1 zu m. Z. B.: Ftlr a = 10, ma +'6 
= 64 = 6 (10 + 4) verhält sich die Hoffnung eines der 
eraten vier Spieler zu der Hoffnni^ eines der letaten sechs 



wie 7 zu ( 



il48] 



VIII. 



Aufgabe. Daa Spiel geht in der gleichen Weise, 
wie bei der vorigen Aufgabe, vor sieh, In dem 
Haufen Spielkarten befinden sich aber mehrere mit 
Bildern bezeichnete Blätter, und derjenige Spieler 
hat gewonnen, welcher die erste mit einem Bilde 
bezeichnete Karte zieht. Wie verhalten aieh die 
Hoffnungen der Spieler zu einander? 

Lösung. Hier aind die Hoffnungen der Spieler nicht 
einander gleich, sondeni jeder vorhergehende Spieler hat 
beaaeve Gewinnaussieht als irgend einer seiner Nachfolger — 
gleichgültig ob die Zahl der Karten ohne Eest durch die 
Anzahl der Spieler getheilt werden kann oder nicht — und 
zwar ans dem Grande, weil die erste heaeichnete Karte, 
welche allein den Sieg verleiht, leichter an erster ala an 
zweiter Stelle und wieder leichter an zweiter ala an dritter 
Stelle u. s, w. liegen kann. Denn je weiter vorn diese erste 
Karte liegt, um so mehr PJätze sind für die andeni bezeich- 
neten Karten hinter ihr übrig. Da das Verfahren immer daa 
gleiche bleibt, so wollen wir annehmen, dass unter 12 Karten 
sich 4 mit Bildern versehene befinden. 

Liegt die erste Bildkarte an erster Stelle, so bleiben für 
die drei andern Bildkai-ten 11 Plätze, da nun diese drei 
Karten an beliebigen drei von diesen elf Plätzen liegen 
können, ao entstehen ebensoviele Fälle als es Ternionen von 

11 Dingen ^ebt, alao j j ^ 165. Wenn die erste Bildkarfe 

an zweiter Stelle liegt, so nehmen die drei andern drei 
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beliebige von dea 1 übrigen Plätzen ein; hieraus ergeben 
sich ebensoviele Fälle, als es Ternionen von 1 Dingen giebt, 

also I J ^ 120. Nimmt die erste Bildkarte die dritte Stelle 

ein, ao bleiben für die Hbi'igen noch 9 Plätze tlbrig, woraus 

ih I j = 84 Falle ergeben. So fährt man fort und erhält 

i Zahlen der folgenden Tafel, deren erste Zeile die Reiben- 
fo^e angiebt, in welcher drei Spieler A, B, C abwechselnd 
, deren zweite Zeile den PlatÄ der ersten ausgezeich- 
neten Kai'te und deren dritte Zeile die Zahl der Fälle an- 
giebt, weiche dem dai'überatehenden Platze dieser ersten Karte 
entsprechen. [149] Diese Fälle sind dnreh die Ternionen von 
11, 10, 9 . , . Dingen bestimmt; sie wiü'den durch die Binionen, 
bez. Unionen dieser Dinge bestimmt sein, wenn nnr 3, beK. 
2 Bildkarteu vorhanden wären, 

Eeihenfo^e der Spieler: A. B. C. A. B. C. A.B.C.A.B. G. 
Platzier ersten Büdkarte; 1. 2 3456789101112 
Anzahl der Fälle: 105 120 84 56 35 20 10 4 10 

Alle diese Fälle aber können gleich leicht eintreten, und 
ihre Summe ist gleich der Anzahl der Qnaternionen von 12 

Dingen: | | = 495. Jeder dieser Fälle schliesst eine sehr 

gi'osse Anzahl von anderen, secundflren Fällen in sich, welche 
dni'ch Umstellnng der vier bezeichneten Blätter und der acht 
nicht bezeichneten nnter sich entstehen. Jeder dieser aecun- 
dären Fälle kann ebenso leicht wie der primäre Fall ein- 
treten, und zu jedem der letzteren Fälle gehören gleich viele 
secnndäre , nämlich (nach Kapitel I des zweiten Theiles) 
1 -2 ■ 3 -4 X 1 ■ 2- 3 ■ 4 ■ 5 . 6 ■ 7 -8 = 24 ■ 40320 = 967 680 
Fälle. Die Zahlen der dritten Zeile der obigen Tafel würden 
daher mit dieser Zahl zu mnlliplieiren sein, nm alle Fälle zu 
erhalten; bei der Bestimmung der Hoffnungen von A, B, C 
aber können Zähler und Nenner durch diese Zahl gekürzt 
werden, und folglich können [nach Saii III, Zusatz 2 des 
ersten Theiles) die obigen Zahlen der Fälle ohne weit«res 
benutat werden. 

Um nun die Hoffnungen der drei Spieler zu finden, hat 
man zunächst die jedem Spieler zugeordneten Zahlen der Fälle 
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zu aiidiren, um die ihm gHastigen Fälle zu fiuden; ea sind 
also glluatig fllr A: 165 + 56 + 10 = 231 PäJIe, für B: 
120 + 35 + 4 = 159 Fälle uud für C: 84 + 20 + 1 = 105 
Fälle. Daher verhalten sieh die HofEdungen dei diei Spielei 
zu einander wie 231 : 159 : 105 = 77 : 53 3'^ 

Wie noch hemei'kt sein mag, ist diese Autgabe identisch 
mit dci- zweiten Suyffens'iCh&n Aufgabe im Anhange zum 
ersten Theile (S. 63); statt der Steine sind hiei nui Spiel 
karten genommen. Auf welche Weise die Lösung jenei Auf 
gäbe, anders als frflhev, mit Hülfe der Combinitionslehie ge 
funden werden kann, haben wir soeben gezeigt Teiwiekelter 
als diese ist die folgende Aufgabe. 

[150] IX. 

Aufgabe. Die Anordnung des Spieles bleibt die 
gleiche wie bei der vorigen Aufgabe. Die Spieler 
sind aber dahin tibereingekommen, dass derjenige 
gewinnt, welcher die meisten Biidkarten zieht. 
Wenn zwei oder mehr Spieler die gleiche Anzahl 
Bildkarten ziehen, so sollen sie den Einsatz gleich- 
massig unter sich th eilen, während alle übrigen 
Spieler, welche eine kleinere Anzahl Bildkarten 
ziehen, nichts erhalten. Wie verhalten sich die 
Hoffnungen der einzelnen Spieler zu einander? 

Lösung. Wenn die Anzahl der Karten ein genaues Viel- 
fache der Anzahl der Spieler ist, so bedarf es keiner beson- 
deren Bestimmung der verschiedenen Fälle; ohne jede Rech- 
nung vielmehr ist klai', dass — wie gross auch jede von 
beiden Zahlen und die Zahl der Bildtarten sein mag — die 
Hoffnungen der einzelnen Spieler gleich sein müssen. Da 
nämlich jedem derselben die gleiche Anzahl Karten zufällt, 
und da jede Bildkarte an einer beliebigen Stelle liegen kann, 
so ist kein Grund vorhanden, wanun ein Spieler mehr oder 
weniger Bildkarten als ein anderer von vornherein erwarten 
sollte. 

Wenn aber die Anzahl der Kaiien kein genaues Vielfache 
der Anzahl der Spieler ist, oder auch wenn nicht allen Spielern 
die gleiche Anzahl Karoten zu ziehen gestattet ist (wobei die 
Kai'ten entweder abwechselnd von den einzelnen Spielern oder 
in der jedem Spieler zugestandenen Anzahl auf einmal von diesem 
gezogen werden können, da die Reihenfolge hier nicht von 
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Biiifliias ist), 90 siud ilu'e Hoffuiiugeii sicher eiiiandei' nieht 
gleich und um ao schwieriger zu ennitteln, je gi-össcr die Zahl 
sowohl der Spieler als auch der Bildkaiten ist. 

Sind nnr zwei Bildkarteu vorhanden, so verhalten sich 
für belieh^ viele Spieltheihiehmer ihre Hoffnungen wie die 
Zahlen der Karten, welche jeder einzelne ziehen darf (alao 
genau wie in der Aufgabe VH, wo nnr eine bezeichnete 
Kai'te vorhanden war). Es mag a die Anzahl aller Karten 
bezeichnen, von welchen der erate Spieler J>, der zweite c, 
der dritte d Karten ziehen darf. Dann ist zu hedenken, daaa 
nnter den 5 Karten des ersten Spielers [151] sieh keine, 
eine oder beide Bildkai-ten befinden können, Ist nnr eine 
Bildkarte darunter, so kann sie den ersten oder zweiten 
oder dritten . . . Platz unter diesen h Karten einnehmen, 
während die andere Bildkai-te an jeder beliebigen der 
übrigen a — h Steilen hegen kann; dies giebt also 5(a — Ö) 
Fälle, Kommen beide Bildkarten unter den Kai-ten des 
ersten Spielers vor, so nehmen diese entweder den 1. und 
2, oder den l. und 3. oder den 2. und 3. ... Plata 
ein; daraus ergeben sieh so viele verschiedene Fälle, als es 

Binionen von h Dingen giebt, nämlich ( „)^=- — r — ■ Aus 

dem gleichen Grunde ist die Anzahl aller möglichen Fälle 

gleich der Anzahl der Binionen aus allen a Karten, d. i. 

(a\ a^ — a 

1 ^ — ^-^, wohlverstanden mit Vernachlässigung 

der aeeundären Fäile, welche sich durch blosse Vertauschung 
der beiden Bildkarteu unter sich und der nicht bezeich- 
neten unter sich ergeben, da zu allen primären Fällen die 
gleiche Anzahl seenndäi-er Fälle gehören. Dies ist auch 
weiter unten, bei der folgenden Aufgabe und ähnlichen an- 
deren Beispielen immer zu beachten, wenn es auch nicht aus- 
drücklich hervorgehoben wird. Nun erhält der ei-ste Spieler 
laut der getroffenen Uebereinkunft den halben Spieleinsatz, 
wenn er eine BUdkarte gezogen hat, und den ganzen Ein- 
satz, wenn ihm beide Bildkarteu zugefallen sind. Er hat 

mithin ah — b^ Fälle für -J-, "~ Fälle für'M und die 

(Ibrigen Fälle, welche die Summe der beiden vorhergehenden 

Arten von Fällen zu — - — ■ ergänzen, für nichts. Daher ist 
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..ine Hoftu.e gM.l. *'"''-';''+* f "" = ^ ■ Arf 

gleiche Weise findet man für die Hoffnungen der beiden 
andern Spieler, welchen c und d Karten zu ziehen gestattet 

c (? 

sind, die Werthe — nud — ■ Die Hoffunngen der di'ei Spieler 

verhalten sich also wie b : c : d, d. h. wie die Zahlen der 
Karten, welche ihnen zu ziehen gestattet sind. 

Von diesem Falle abgesehen, wird die Eechnung ermüden- 
der und langweiliger , besonders bei einer grösseren Anzahl 
von Bildkarten und von Spielern, wo die vielfache Mannig- 
faltigkeit von Combinationen nur schwer nnter eine allgemeine 
Kegel gebracht werden kann. Das Verfahren ist indessen 
immer dasselbe und besteht darin, dass man znnäehst er- 
forscht, in wie verschiedenaiüger Weise die Bildkai'ten unter 
die Spieler vertheilt sein können, d. h, auf wieviele mög- 
lichen Arten die Zahl der Bildkarten in so viele Sum- 
manden, als es Spieler sind, [152] zerlegt werden kann, 
wobei kein Summand grösser sein darf, als die dem betreffen- 
den Spieler zustehende Zahl von Karten, (Dies läast sich 
etwa in der Weise bewirken, welche wii' fi-flher [erster Theil, 
S. 21]) benutzt haben, um an bestimmen, mit wievielen Würfen 
eine bestimmte Anzahl Augen mit einer gegebenen Zahl von 
Wflrfeln geworfen werden kann; nur muss hier auch die Null 
als Summand zugelassen werden, da es stets möglieb ist, dass 
der eine oder der andere Spieler keine der Bildkarten er- 
hält.) Darauf hat man die Anzahl der Fälle zu bestimmen, 
welche jeder einzelnen Zerlegung entsprechen; diese Zahl ist 
gleich dem Producte der Combinationszahlen von so vielen 
Dingen, als jeder Spieler Karten hat, zu der Cl^se, welche mit 
der Zahl der darunter enthaltenen Bildkarten übereinstimmt. 
Wenn z. B. von 40 Kai-ten, unter denen 10 mit Bildern 
versehene sind, einer der Spieler 16, ein zweiter 10, ein 
dritter 8 und der vierte 6 Karten gezogen hat, und man 
fragt, in wievielen Fällen der erste 4, der zweite und dritte 
je 3, der vierte Spieler Bildkarten unter den seinigen 
haben kann, so hat man das Produet der Anzahl der Qua- 
ternionen von I 6 Dingen, der Temionen von 10, bez. 8 Dingen 

luid der NiiUion von 6 Dingen zu bilden, was I W )(ol(n) 
= 1820 . 120 . 56 ■ 1 = 12 230 400 FäUe ergiebt. 
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Da aber l)ei der Lösimg einer bestimmtau Aufgabe sich 
zuweilen die Reclmung faedeuteud ablfilrzen läsät, so ist es 
am zweckmässigaten, das ganze Verfahren an einem apeeiellen 
Bespiele zu erläutern. Es sollen 20 Karten, von denen 10 
mit Bildein versehen sind, abwechselud uuter di'ei Spieler A, 
B, C vertheilt werden, aodaaa also der erste und zweite 
Spieler je 7, der di-itte aber nur 6 Kai'tenblätter erhält; 
welche Gewinnhoffiiungen haben die drei Spieler? — Unter 
den 7 Kai-ten des A können sich 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 oder 
7 Bildkarten befinden; A nrnss unbedingt verlieren, wenn er 
nnr 0, 1,2 oder 3 Bildkarteu unter den seinigeu hat, da 
dann einer der beiden andem Spieler mehr als 3 Bildkaiien 
haben und mithin nach der getroffenen Uebereinkunft ge- 
winnen mnas. Deshalb kann man aich ersparen, auf die 
Zahl dieser Fälle näher einzugehen, und sofort annehmen, dass 
A vier Bildkarten zieht; dann können einem der beiden andem 
Spieler 6, 5 oder weniger mit Bildern bezeichnete Kai-ten zu- 
fallen, Da aber A verliert, sobald einem seiner Mitspieler 
6 oder 5 Bildkarten zufallen, so kann man auch diese beiden 
Fälle Übergehen imd sogleich die Fälle erledigen, dass B 4 
und C 2 oder B 2 xmi i oder schliessUeh B 3 und C 3 
Bildkarten erhält. Die beiden ersteren Fälle lassen A den 
halben Einsatz gewinnen, [153] wahrend der letzte Fall ihm 
den ganzen Einsatz einbringt^). Nach der im vorigen Abschnitte 
gegebenen ßegel giebt es 18375, 11025 und 24500 Fälle, 
welche den drei Spielern A, B, G bez. i, 4, 2; 4, 2, 4 und 
4, 3, 3 Bildkarten anfallen lassen. Ferner mnsa man an- 
nehmen, dass dem Spieler A 5 und entweder B allein 5, 
C oder B 0, C 5 BOdkarten zufallen; diese Möglichkeiten 
können in 441, bez. 126 Fällen einti'eten nnd in allen 
diesen 567 Fällen erhält A nur den halben Einsatz. Ebenso 
könnte man auch die Anzahl der Fälle berechnen, in welchen 
A 5 Bildkarten erhält, während dem einen seiner Mitspieler 
4 und dem andem i oder dem einen 3 nnd dem andern 
2 derartige Karten zukommen; man kann aber achneUer zum 
Ziele gelangen, ohne so weit in das EuLselne gehen zu 
müaaeu, Man kann nämlich an Stelle von B und C einen 
Spieler annehmen, welcher 13 Kaiien — aoviel als B und 
C zusammen — mehen dai'f und 5 mit Bildern . bezeichnete 

darunter erhält; es ergeben aich dann (.){-) = 27 027 

Fälle, in welchen A 5 und B und C zusammen 5 Bildkarten 
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(irlialtcii. Von diesen aind abei- die 567 Fälle zu snhti-ahii'en, 
iw welchen B allein oder C allein die 5 tlbrigen Bildkarteii 
evhält; ea bleiben also 26 460 Fälle, in welchen A mebr 
Bildkai'ten hat als einer seiner Mitspieler nnd fo^lich den 
ganzen Binsafa gewinnt. Wenn A schliesslich 6 oder 7 Bild- 
karten erhält, so gewinnt er unbedingt, da er dann schon 
mehi' als die Hälfte der mit Bildern bezeichneten Karten bat. 
Deshalb kann man wieder die speeieile Vertheilnng der übrigen 
4 oder 3 Bildiarten nnter B nnd C vernachlässigen und an- 
nehmen, dass einem Spieler, welcher 13 Karten ziehen darf, 4, 
bez. 3 mit Bildern bezeichnete zufallen; daraus ergeben sich 
5005, bez. 286 Fälle, in welchen A den voUeu Einsatz ge- 
winnt. In der fönenden Tafel sind die Gewinnaussiehteii des 
A zusammengestellt. 

[1541 
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Äddirt mau hierauf die Zahlen aller Fälle, welche den Spieler 
A den ganzen Einsatz gewinnen lassen, und dann die Zahlen 
aller Fälle, welche ihm den halben Einsatz gewähren, so er- 
hält man 56251 Fälle für 1 und 29967 Fälle für |. Die 
Anzahl aller Fälle, welche fflr die 10 bezeichneten Karten 

unter allen 20 Karten möglich sind, ist gleich j j = 184 756. 

Folglich ergiebt sich fflr A die Gewinnhoffnung |i§|f|; B 
hat dieselbe Gewinnhoffnui^, da ihm ebenfalls 7 von allen 
20 Kai'ten zukommen. Fflr C bleibt mithin die Gewinnhoff- 
iii'ig ■^V'^iV tibrig, welche auch direct, auf gleiche Weise 
hätte ausgerechnet werden können. Die Hoffnungen der beiden 
ersten Spieler verhalten sich daher zu der des letzteit wie 

Oatwdö'ä KlmtBiket, lÜS. 2 
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142469 zu 84574; clicaos Verhältnis s ist viel grösaer als 7 
zu G, ä. i. als (liis Verliältuiss <ler den Spielern zufallenden 



Aufgabe. Vlev Spieler A, B, C, D spielen unter 
denselben Bediugnngeu, wie in der vovigeu Auf- 
gabe, indem sie abwechselnd aus einem Haufen von 
36 Karten, unter denen IG mit Bildern bezeichnete 
sind, je eine Karte ziehen. Nachdem 23 Karten ge- 
zogen sind, bat A vier, B drei, zwei Bildkarten 
und D nur eine Bildkarte erhalten, sodass also noch 
13 Karten, worunter 6 mit Bildern bezeichnete, vor- 
handen sind. Der vierte Spieler D, welcher die 
nächste Karte zu ziehen hat, [15ö] sieht, daas fttr 
ihn fast jede Aussicht anf Gewinn dahin ist, und 
will sein Anrecht irgend einem Andern verkaufen. 
Welcher Preis iat augemesaen und welche Hoffnungen 
haben in diesem Augenblicke die einzelnen Spieler? 

Lösung. Die Aufgabe unterscheidet sich von der vorher- 
gehenden nur dadurch, daaa die Spieler bereits eine Zeit lang 
daa Spiel betrieben haben. Da nach der Annahme noch 
13 Karten Hbrig siud und D am Zuge iat, so fallen anf D 
noch 4, anf jeden der drei andern Spieler noch 3 Karten; es 
kanu also D höchstens noch 4 und jeder der andern Spieler 
höchstens noch 3 Bildkaiien erhalten, Diea iat im Auge zu 
behalten, wenn man alle möglichen Arten, wie die noch 
übrigen G Bildkarten unter die vier Spieler vertheilt sein 
können, ermitteln und die zugehörige Anzahl der Fälle be- 
stimmen will, was genau so wie bei der vorigen Aufgabe 
geschieht. Die Zahlen, weiche die Vertheilung der noch üb- 
rigen 6 Bildkarteu unter die vier Spieler D, A, B, C angeben, 
hat man noch bez. um die Zahlen 1, 4, 3, 2 (d. h. um die 
Zahl der Bildkai-ten, welche jeder der Spieler besilat, ehe U 
Sein Anrecht verkauft) zu vergi'Össera , um die Vei-theilunga- 
niten illei IG Bildkii'ten ton welchen die Onuaae les den 
einzelnen Spielern zuf^tllenden fiewmn autheiles »bhmgt zu 
erhalten 

Addiit m\n hiermt alle Fälle welche einem lei '^pleIer 
den vollen Eins tz 1 im gen diun die Fälle wekhe ihn den 
halben den drtten und den vieiten Theil de-ä Emaitzea 
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lassen, so erhält maa ftlv die vier Spieler tlic folgeii- 
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e aller Fülle: i| 17ie | 



[166] Die Anzahl aller m< 



Fälle ist 



/13\ 



= 1716. 



Folglich erhält man (nach Satz III nebst Zusätzen des ersten 
Theiles) ftlr die gesuchten Gewinnhoffuungen der vier Spieler 
A, B, C, D in dem Augenblicke, ehe 1) sein ÄiirecJit ver- 
kauft, die Werthe 

HM, hWj, jVA, iSI-i, 

sodass sich die Hoffiiungen zu einander verhalten wie 
2493: 742 : 134: «3. 

Der von Z> fflr sein Aurecht zu fordernde Preis ist daher 
■j-^l^- des ganzen Spieleiusatzea. 

Anmerkung, Wäre die Anzahl der noch übrigen Karten 
nicht so gering und also die Zahl der Fälle nicht ao leicht 
aufzufinden gewesen, ao hätte man mit Vortheil das bei der 
vorigen Anfgabe benutzte abkürzende Verfahren anwenden 
können; besonders empfiehlt sieh dies, wenn nur die Hoff- 
nung des D zu bestimmen gewesen wäre. Dann hätte man 
nämlich alle Vertheilungs arten der noch übrigen 6 bezeichne- 
ten KaSien, bei welchen Z> nicht mehr als 2, also im ganzen 
(mit Einschluss der einen Bildkaale, welche er schon hat) nicht 
mehr als 3 Bildkai-ten erhält, übergehen können und von den 
übrigen nur die zu betrachten brauchen, welche keinem der 
andern Spieler mehr Kai'ten als D zukommen lassen; denn in 
allen diesen Fällen geht D des ganzen Einsatzes verlnstig. 
Es ergeben sieh somit die folgenden Fälle : 
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[157] 
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Schlieaalich sei noch bemerkt, ilaaa die Aufgabe ganz die- 
aelbe ist, wenu man statt der Spielkarten Steine, Papierstreifen 
oder ähnliche Dinge, ¥on denen einige bezeichnet sind und 
die flhrigen nicht, in einem Kästchen oder in einer Ume ver- 
birgt und von beliebig vielen Spielern daraus jeden eine be- 
stimmte Anzahl, entweder auf einmal oder abwechselnd mit 
den anderen Spielern, ziehen lässt; wer am meisten bezeich- 
nete Dinge gezogen hat, soll Sieger aein nnd den vollen Ein- 
satz erhalten. Die Art der Berechnung ist immer dieselbe, 
und es thnt auch nichts znr Sache, ob die Dinge abwechselnd 
von den einzelnen Spielern genommeu werden oder nicht. 

[158; XI. 

Aufgabe, .lemand will mit einem gewöhnlichen 
Wflrfel auf 6 Würfe erreichen, dass alle sechs Wflr- 
felfUehen nach oben zu liegen kommen; es soll also 
Jede Augenzahl einmal und keine zweimal erschei- 
nen. Wie gross ist seine Hoffnung? 

Lösung. Fflr jeden "Wm-f sind entsprechend den G Flächen 
des Würfels 6 Fälle möglich. Keiner dieser Fälle ist für den 
Spieler bei dem ersten Wurfe Ungunst^. Bei dem zweiten 
Wurfe darf die mit dem ersten Wurfe erreichte Augenzahl 
nicht wiederkehi'cn ; ea sind also dem Spieler noch 5 Fälle 
gtinst^. Bei dem dritten Wurfe schaden ihm die Augenzahleu 
der beiden vorigen Würfe, und es aind nui' die Übrigen vier noch 
günstig. Ebenso findet man, dass der Spieler beim vierten, 
fünften, aechaten Wurfe bez. noch 3, 2, 1 günstige Fälle hat. 
Die Aufgabe kommt also darauf hinaus, die Hofihui^ eines 
Spielera zu heatimmen, welcher sechsmal hintereinander etwas 
erreichen will, wenn bei jedem einzelnen Male 6 Fälle über- 
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liaiipt vorbanden sind, vou tleneu ilim. beim ersten Male 6, 
beim zweiten Male 5, u. s. w. gtlustig sind. Dafür ist (am 
Schlüsse der Aufgabe XII des ersten Theiles, Seite 47) all- 
gemein der Ausdi'uek — -= — —— gefunden worden; hier haben 

b, e, h, . . . bez. die Werthe 6, 5, 4, . . ., und «, <J, g, ■ ■ ■ 
sämmüich den Werth 6. Daraus folgt fflr die gcauehte Hoff- 

6-5-4.3.2-1 5 

nnng: = - -^ - 

XII. 

Aufgabe. Jemand will mit \i Wflrfen die ü Flächen 
eines Würfels der Reihe nach werfen, sodass er mit. 
dem ersten Wurfe ein Auge, mit dem zweiten zwei 
Augen, u 1 w erzielt Wie gross ist seine Hoffnung? 

Lösung Da die sech? Flächen der Eeihe nach obenauf 
zn liegen kommen sollen , so hat der Spieler bei jedem ein- 
nelnen Wurf nui einen ihm gttnaügen Fall. Hier haben also 
die Bnchst\beii h, c h, siimmthch den Wertli I, und die 

gesuchte Hoflnuug ist gleich — ;=; — • 



u i e r A, B, 6', von welchen jeder 
vor sieh hingesehrieben hat, 
mit einem Wtrfel unter der 
der die von ihm geworfene 
len hingeschriebenen Zahlen 
worfene Zahl aber schon ge- 
f nächstfolgende das Spiel fort, 
bis einer der Spieler zuerst alle sechs Zahlen ge- 
strichen hat. Nachdem das Spiel eine Zeit lang be- 
trieben ist, hat A noch 2, B noch 4 nnd C noch 3 
Zahlen nicht gestrichen; au A ist die Reihe zu 
würfeln. Wie gross sind die Hoffnungen der drei 
Spieler? 

Lösung. Diese Aufgabe fordert zu ihrer Lösung mehr 
Mfihe und Geduld, als Scharfsinn; deun wegen der grossen 
Mann^faltigkeit der Fälle wachsen die Zahlen in das Unge- 
heuerliche, Ich weiss keinen besseren Ausweg, das Verfahren 
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abzukürzen, ivlä von den sicli bei jeAem Wurfe ändernden 
HofEnimgen der Spieler nui' die zu bestimmen, welche A, B 
und C uaeh je 3 Würfen haben, wenn die Reihe zu spielen 
wieder an A ist. Zu dem Zwecke ist zu bedenken, daaa, 
wenn jeder der Spieler einen Wui'f thnt, entweder kein oder 
ein oder zwei oder alle drei Spieler eine ihrer noch nicht 
gestrichenen Zahlen werfen. In wievielen FäUen aber jede 
dieser MöglicLkeiteu einti'Cten kann, läBSt sieh mit Hülfe der 
am SohlnsBC von der Aufgabe XII des ersten Theiles ge- 
gebenen Eegel ermitteln, in welcher an Stelle von b, e, k die 
Anzahl der von den Spielern A, B, C noch nicht gestrichenen 
Zahlen, an Stelle von c, f, i die Anzahl der bereits aus- 
gestrichenen und b-\-c = e-\-f=h-\-i:=a = 6 zu setzen 
ist. Nach dieser Begel ist die Anzahl aller Fälle, in welchen 
keiner der Spieler eine Zahl sti-eichen kann, gleich cj'i, und 
die Anzahl aller Fälle, in welchen A allein eine Zahl sti'eichen 
kann, gleich bfi, und so fort, wie in der folgenden Tafel an- 
gegeben ist. 

[160] Die Anzahl der Fälle, in welchen eine Zahl ge- 
strichen werden kann von 



Keinem. A. B. 
ist gleich: ofi hfi ce-- 



a A.s^B. A.s^a B.SfC. a.,b.^ü. 

cfk hei bfh oeh beh. 



Die Zahl aller Fälle aber ist a^ = 6= = 216, und da die 
Fälle, in welchen die Hoffnungen der Spieler unvei'ändert 
bleiben (nach Satz III, Zusatz 4 im ersten Theile), nicht be- 
rücksichtigt zu werden brauchen, so ist die Zahl aller andern 
FäUe gleich a^ — cfi. 

Hun berechnet man die Hoffnungen der Spieler für alle 
Fälle, welche eintreten könnten, wenn das Spiel bis zum Ende 
foi-tgesetzt würde. Hierbei muss man mit dem einfachsten 
Falle beginnen und zu allen folgenden La der unten ange- 
gebenen Ordnung fortachreiten, bis man schliesslich zu dem 
Lu der Aufgabe angenommenen Falle kommt. Die Hoffnungen 
für irgend einen Fall lassen sich nur finden, wenn die Hoff- 
]mngen für alle vorhergehenden Fälle bereits gefunden sind. 
Die Eeihenfolge der Fälle ist (die drei Zahlen jeder Columue 
gehören zusaromen): 

^1 1, l,t| 1,1,1 I 1,1,1 11,1, 112, 2, 2 12,2,212,2,2 12, 2, 2, 
5 1,1,1 2,2,2 3, 3,3 4,4,4 1,1,1 2,2, 2 3, 3, 3 ! 4, 4, 4, 
C 1,2,3 1,2,3 1,2, 3 1,2,3 1,2, 3 1,2, 3 1,2,3 I 1,2,3. 



yGoosle 



WaVirBeheinliehkeitBrechnimg (Ars conjectandi). 23 

Im ei'aten Falle, in welchem jeder fler Spieler noch eine 
Zalil nicht gestlichen hat, haben die Zahlen fi, e, h den 
Wei'th l und c, f, i den Werth 5. Nun gemnnt A, wenn 
er allein oder mit einem der andern oder mit den beiden 
andern Spielern bei den nächsten drei Wtlrfen die leiste Zahl 
atreichen kann; B aber kann nnr gewinnen, wenn er allein 
oder mit O dies than kann, und C kann nur gewinnen, wenn 
er allein seine Zahl sti'eichen kann. Daraus ergeben sieh die 
Hoffnungen : 

cei-\- eoh ace 



■cfi a'-^cfi 



■off 



■ für B, 



- fllr G. 



Dann ninunt man an, dass sowohl A, als B noch eine 
Zalil, aber zwei Zahlen nicht , gestrichen hat; hier ist 
h = 2, 8 = 4 zu setzen. Bei den nächsten drei Wfirfen 
können nun dieselben Möglichkeiten eintreten, wie bei der 
vorigen Annalime; der einzige Unterschied liegt darin, dass, 
wenn C allein eine Zahl streichen kann, alle di'oi Spieler die 
eben berechneten Hoffnungen erlangen. Folglieh ergeben sich 
jetzt die Hoffnungen: [161] 



ü^~cfi U6 5278 

l + c/-/l-W ^ 30.1 + 50.H _^2115 
i' — cfi 116 ^278 ' 



.7/i~ Tis ^6278 '"' "■ 

In gleicher Weise kann man fortfahren und für die fibr^en 
oben angegebenen Fälle die Hoffnungen bereehnen, bis man 
schliesslich zu dem in der Aufgabe angenommenen Falle 
kommt. Die vollständige Äusreehnung tiberlassen wir aber 
Iieuten, welche Zeit reichlich übrig haben; wir, bei denen 
das Gegcntheil der Fall ist, eilen zu Anderem an kommen. 
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Spieler A und 



Wfli-fe thun 

soll, als ein auf das Wtlrfeltirett geworfener Würfel 
Augen zeigt, und dass derjenige gewinnen soll, wel- 
cher insgesamnit die meistea Äugen geworfen hat; 
weuu sie aber dieselbe Zalil vou Äugen werfen, so 
aoll dei' Einsatz gleichmässig i\nter sie getheilt wer- 
den. Sofort uacli getroffenem üebereinkommen wird 
aber B des Spieles flberdrflssig und will statt des 
uugewissen Erjyebuisses lieber eine bestimmte An- 
zahl von Augen annehmen. A ist einverstanden, 
wenn B sich mit 12 Augen begnfigeu will. Es wird 
gefragt, welcher von beiden Spielern mehr Hoffnung 
auf Gewinn hat und wieviel? 

Lösung. Vor allem ist festzusetzen, ob der erste Wrn'f 
(welcher die den Spielern zustehende Anzahl von Würfen be- 
stimmt) zu den Würfen des A hinzugezählt werden soU 
oder nicht. 

[162] 1. Dieser Wurf soll nicht mitgezählt werden. 
Hat dieser Wurf ein Auge gezeigt, so hat A nur einen Wnrf 
noch zu tliun, welcher ihm höchstens 6 Augen einbringen 
kann. Da dem B aber 12 Augen zugestanden sind, so ver- 
liert A unter allen Umständen und erhält nichts vom Einsätze. 

Fallen bei dem ersten Wurfe zwei Augen, so kann A 
zwei Wurfe mit einem Würfel oder auch (was nach der An- 
merkung zu der Aufgabe XH des ersten Theiles auf dasselbe 
hinauskommt) mit zwei Wfirfeln einen Wurf thim. Bei zwei 
Würfeln sind- 36 Fälle möglich, von welchen nur ein einziger 
zwölf Augen aufweist und A den halben Einsatz gewinnen 
lääst; alle übrigen Fälle geben weniger Angen und lassen A 

nichts gewinnen. Daher hat j4 die Hoffnung: — — ■ ^^tö' 

Wenn beim ersten Wru-f drei Äugen fallen, so kann A^ 
statt drei Würfe mit einem Wfirfel, einen Wurf mit drei 
Würfeln thun. Bei drei Würfeln sind 216 Fälle möglieh, von 
welchen 25 Fälle 12 Angen, 135 Fälle weniger als 12 Angen 
nnd die Übrigen 56 Fälle mehr als 12 Äugen ergeben; A hat 
also 25 Fälle für |-, 135 Fälle für und 56 Fälle ftlr I. 
25-1+56. ■ ■'- 



Folglich ist seine I-Iotfnung gleich - 



21Ö 432 
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In der gleictea Weise tiuclet mau die Hoffmmgen des 
Spielers A, wenn ihm der erste Wurf vier, ftlnf oder seclis 
Wlli'fe zueiiheÜt, und zwar hat er 

bei vier Würfen |2^ i • gßi \ 1^47 

aieHofcn.g: li^^^j ^=^592' 

liei «Inf Wllrten 305.1 . ,ou ■ 1 14333 

a.. Hoffmng: j^^j = JKiü' 

" ä™'» ""'™ 466 ■1 + 45 738 ■ 1 46966 7B6I 
a,. Holnu-g: jj^j^j = ___=__. 

Nun können aber bei dem ersten Wurfe gleich leicht 1, 
2, 'i, i, 5 oder (i Äugen fallen, also ist die Hoffnung, welche 
A bei Beginn des Spieles hat, gleich dem aechaten Theile der 
Summe aller ebenberechnetea TheiUioffuungen: 

t / 1 137 1847 14 333 7ISS1 \_ 15 295 

'^y "*" 72 '^432"'" 2592 15 552 "^ 7776J ~ "sT'lÖi ' 
und folglich bleibt fiü- B die Iloffniing m%l vhrig. 

2. Der erste Wurf, welcher die Zahl der Würfe 
bestimmt, wird den Würfen des A zugezählt. A ver- 
liert dann nnbedingt, wenn ihm der erete Wurf ein Auge oder 
zwei Augen bringt; [163] denn der im letzteren Falle ihm 
zustehende zweite Wm-f kann ihm höchstens 6 Augen bringen, 
sodass er im ganzen höchstens 8 Augen erhalten würde, 
während dem B 12 Augen zugestanden sind. 

Fallen beim ersten Wurfe di'ei Augen, so hat A noch 
zwei Wörfe zu thuu, welchen 36 FäUe entsprechen. Unter 
diesen sind i Fälle, welche ihm 9 Augen (also mit den 3 Augen 
des ersten Wni'fes 12 Angen) bi-ingen, 26 Fälle mit weniger 
und 6 Fälle mit mehr als 9 Augen. Da A mithin 4 Fälle 
für I, 26 Fälle ftir nnd 6 Fälle fflr 1 hat, 3o ist seine 

Hoffnung gleich ■-- ^^-'- =-■ 

Wirft A beim ersten Wurfe vier Augen, so hat er noch 
3 Würfe, welche 216 Fälle darbieten. Von diesen bringen 
ihm 21 Fälle S Augen (also mit den 4 Angen des ersten 
Wui-fes 12 Augen), 35 Fälle weniger und 160 Fälle mehr- als 
8 Äugen. Daraus folgt für A die Hoffnung: 
21 ■ ^+ 160 ■ 1 _ 341 
2T6 ~ 432 ■ 
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In der gluicheu Weise findet man fftr die Hoffnung, welche 

A bat, wenn er beim ersten Wurfe ffluf Äugen wirft, 

20 -l-H 1261 ■ 1 _ 1271 

1296 

* w ^ 1, * ■ *. 54+7770-1 15545 
beim ersten Wurf aeolis Ana;en wirft, =■■■ " ■ 

Da nun beim eisten Wniie jede dei Augenzililen lon 1 bia 
( gleich leicht fxllen Lann so ist die Hofinunti des A liei 
Beffinn dfs Spiele? gleich dem aiitbme tischen MittLl aus den 
seeh? Theillioflnungen, d i gleich 

"fii "^ ■^9'^ "432 1296 ~'~ 15 552/" 93312' 

für B bleibt mithin die Hoffnung -^^5ft Khrig. B hat also 
in beiden Fällen etwas gflnstigere Gewinnaussichten als A. 

Damit aber die Leser sehen, wie YOraichtig man bei der- 
artigen Berechnungen verfahren muss, nm nicht den Schleier 
statt der Juno zu fassen, ao halte ich es nicht für überflflssig, 
hier eine Probe einer falschen und ti-flgerisehen Lösung dieser 
Aufgabe mitzutheüen; man würde auf die Bichtigkeit dieser 
Lösung leicht einen Eid schwören, wenn man nicht die wirk- 
lieh richtige Lösung schon gefunden hätte. Hat A (bei der 
ersten Annahme) einen Wurf zu thun, so kann er durch 
denselben 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 Augen bekommen, von denen 
jede Zalü ihm mit gleicher Leicht^keit zufallen kann; folglich 
ist [na«h Satz II des ersten Theiles) seine Erwai-tung gleich 

-— = 3^ Augen, also gleich dem arith- 
metischen Mittel [164] zwischen 1 und 6. Wenn A zwei 
Würfe zu thun hat, so erzielt A durch dieselben 2, 3, 4, . . ., 

11 oder 12 Äugen. Nun ^ebt es je einen Fall ffir 2 und 

12 Äugen, je 2 PäUe ftir 3 und 11 Augen, je 3 Fälle fflr i 
und 10 Augen, n. s. w. ; folglich hat A (nach Satz III des 
ersten Theiles) die Hoffnung: 

l(2+12)+2(3+ll) + 3(4 + 10) + M5 + 9) + 5( ß+8}+6-7 
36 
18-14 
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au erhalten, welche Zahl wiederam das aTitbmetiache Mittel 
zwiaehen den Grenzzahlen 2 und 12 ist. Hat A aber 
3 Wtü'fe zu thun, so kann er mit diesen 3 his 18 Augen er- 
zielen, von denen je zwei, von den Grenzen 3 und 18 gleich 
weit entfenite Zahlen dieselhe AnaaM Fälle darhieten. Dai'aus 
folgt auf gleiche Weiae, dass A auf 10^ Augeu hoffen dai'f, 
welche Zahl wiederum d^ ailthmetisehe Mittel zwischen 3 und 
18 ist. Ebenso ergiebt sich, daas A auf U, 17^ und 21 Äugen 
hoffen darf, wenn er 4, 5 und 6 Würfe zu thun hat; denn 
die hierbei sieh ergebende Anzahl von Äugen muss bez. 
zwischen 4 und 24, 5 und 30, ti und 36 liegen, nnd die Hoff- 
nungen sind die arithmetischen Mittel aus diesen Grenzzahlen. 
Da nun alle sechs Falle gleich leicht eintreten können, so hat 
A die gleiche Hoffnung, 3^, 7, 10|, 14, 17^ und 21 Äugen. 
Diese Zahlen bilden eine aiithmetische Progreaalon, und der 
Mittelwcrth zwischen den beiden äusaeraten Zahlen giebt die 
Hoffnung dea A, welcher also 12^ Äugen zu werfen 
hoffen darf 

Auf ganz äbnliebe Weise könnte man bei der zweiten 
Annahme vorgehen wollen. Denn wenn der Spieler A mit 
dem ersten Wurfe ein Auge wirft, so hat er ein Auge. Wirft 
er 2 Augen, so hat er 2 Augen und ausserdem noch einen 
Wnrf, welcher ihm, wie oben angegeben, 3^ Äugen werth ist ; 
A kann also auf 5^ Augen hoffen. Wenn A drei Äugen 
wirft, ao hat er 3 Äugen und noch 2 Würfe, welche ihm nach 
dem Obigen 7 Äugen werth sind; seine Hoffnung iat also, 
10 Äugen zu werfen. In gleicher Weise findet man, dass A 
hoffen darf, 14^, 19, 23^ Augen zu werfen, wenn ihm der 
erste Wurf 4, 5, 6 Augen biTi^t. [165] Da wieder alle sechs 
Fälle gleich leicht eintreten können, so lat aeine Hoffnung auf 
1(1 + 3| + 10 -H 14| + 19 -f- 23^) = 12^ Äugen gerichtet. 

Da aiao bei beiden Annahmen sich ergeben hat, dass A 
auf 12.J- Äugen hoffen dai-f, während dem B nur 12 Augen 
zugestanden sind, so würde dai'ana folgen, dass die Hoffnung 
des A besser ist ala die des S. Aus der ersten Lösung, 
deren Richtigkeit ganz völlig evident ist, folgt aber das 
Gegentheil. Es ist schwierig zu aageu, wamm A auf mehr 
Äugen als S, aber nur auf einen kleineren Theil des Ein- 
satzes hoffen darf, während doch die Erlangung dea Gewinnes 
von der grösseren Anzahl Augen abhängt*). 
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XV. 

Aufgabe. Das Spiel ist dasselbe wie bei der vori- 
gen Aufgabe. B verlangt aber, daas ihm das Qua- 
drat der Angenzahl des ersten Wurfes zugestanden 
wird. Wie verhalten sich jetKt die Hoffunngen bei- 
der Spieler zu einander? 

Lösung. Ea mögen auch hier die beiden Annahmen der 
vorigen Aufgabe gemacht werden. 

1. Der erste Wurf wird nicht au den Würfen des 
Ä hinzugezählt. Zeigt dieser Wurf ein Auge, ao erhält B 
nur ein Auge, während A mit aeiuem Wni'fe einmal ein Auge 
und fünfmal mehr als ein Äuge werfen kann. A hat also 
einen Fall für \ und 5 Fälle filr 1 ; folglitili hat er die lloff- 



Fallen beim ersten Wuife 2 Angen, so werden dem B 
nach der Uebereinkunft 2' = 4 Augen angerechnet, während 
dem A zwei Wtlife anstehen Dieae liefern 36 mögliche Fälle, 
von welchen 3 F.lUe ebenfalla 4 Augen, 3 andere Fälle weniger 
als 4 Augen und die ftbiigeu 30 Fälle mehi- ala 4 Augen er- 
geben. Folglith lesnltut tnr Ä die Hoifuung: 
3 ^-|-3U 1 _ 63 _ 2 
36 72~8" 

Wenn beim ersten Wurfe 3 Äugen fallen, so werden dem 
B jetzt 3* = 9 Augeu angerechnet, nud dem A stehen 3 Würfe 
zu, welche 216 Fälle darbieten. [166] Unter diesen sind 
25 Fälle mit 9 Augen (d. h. mit ebensovielen Augen, ala B 
hat), 56 Fälle mit weniger und 135 Fälle mit mehr als 9 Augen, 
Folglioli hat A die Hoffnuug: 

25-i-l-135-l 295 



216 432 

In der gleichen Weise findet man die Hoffnungen des A, 
wenn ihm der erste Wni'f vier, fünf oder sechs Wüi'fe zu- 
ertheilt, und zwar hat er 

125 ■ i + 310 ■ 1 745 

bei vier Wtlrfen die HorPuung: f^öfi — ^^ ~^)w> ' 

-126-1 7 



II die Hoftnung; -■ 
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Da aber alle sechs Fälle gleich möglieh Bind, so iat die 
Hoffuung dea A gleich dem aechaten Theile der Summe aller 
dieser einzelneii HoffimngeE, d. i. gleich f^ffT-lj ii'^ folglich 
die Hoffnung des B gleich If^ffl. 

2. Der erste Wurf wird den Würfen des A zuge- 
zählt. Fällt beim ersten Wui'fe ein Äuge, so haben beide 
Spieler ein Ange und theilen sich in den Einaafa. 

Wenn zwei Augen fallen, so erhält B vier Äugen an- 
gerechnet. A hat noch einen Wui'f zn thun, welcher ihm 
6 FäUe darbietet. Einer dieser Fälle giebt ihm 2 Augen [also 
mit den 2 Angen des ersten Wnrfes 4 Augen) und folglich 
den halben Einsafa; femer sind vier Fälle für mehr und ein 
Fall fflr wen^er als 2 Augen vorlianden. Seine Hoffnung ist 

daher gleich - — ^— =: — ■ 

Fallen 3 Augen, ao erhält B 9 Augen angerechnet, A 
aber hat noch zwei "Würfe zu thiin, welche ihm 36 Fälle dar- 
bieten. Von i^esen liefern ihm 5 Fälle 6 Äugen (also mit 
den 3 Äugen des ersten Wnrfes 9 Augen), !0 Fälle -wenig ei 
und 21 Fälle melu' als 6 Augen; daraua fo^t, dass er die 
„ „ 5 ■ ^ + 21 ■ 1 47 . ^ 
Hoffnung ^-^ = — hat. 

Fflr die drei letzten Fälle findet man ebenso, dass A 



bei vier Würfen die Ilolfimug: ■ — , 

bei fünf Würfen die Hoffunng 



_ 35 -^-1-56 ■ 1 _ 137 
216 ~ 

35 ■■^4-35 ■ 



1296 864 ' 

bei sechs Würfen die Hoffnuna-: ^ - = ■ 

° 777Ü 10552 

hat. 

Hieraus folgt aohliesalich für A die Hoffnung |;^-J-i'l und 
fflr B die Hoffnung fH^f 

rl67] XVI. 

Aiifgabe. Es sind die Gewinnhoffnuugen der Spieler 
in dem Ciuq et lieuf genannten Glücksspiele 
zn berechnen. 
In Fi'ankreich , Dänemark, Scliweden, Bellen, Nieder- 
deutschland und den angrenzenden Gebieten ist ein Glflcka- 



y Google 



30 Jakob BernonUi. 

spiel, welches Cinq et neuf geaannt wird, sehr üblich. Das- 
selbe wii-d von zwei Spielern A und JS mit zwei Würfeln 
gespielt, wobei der eine voe iliuen, Ä fortwährend wii'ft. Die 
Spie^esetze sind folgende: Wirft A mit dem ersten Wurfe 
3 oder 11 Angen oder einen beliebigen P^eh (un doublet, 
z. B. zwei Einsen, zwei Zweien, u. s. w.) so gewinnt er; 
wirft er aber 5 oder 9 Augen, so gewmnt B. Wirft A 
irgend eine andere Anahl, alao 4, 6, 7, 8 oder 10 Augen, 
ohne daas der Wurf zugleich ein Paseh ist, so gewinnt keiner 
von beiden Spielern; das Spiel muss vielmehr fortgesetzt 
werden, bis entweder wieder 5 oder 9 Augen von A ge- 
worfen werden, in welchem Falle B gewinnt, oder die Anzahl 
Angen, welche beim ersten Wurfe gefallen war, wiederkehrt 
nud dadurch dann A gewinnt. Nnr beim ersten Wurfe zählen 
3 oder 11 Augen oder ein Pasch zu Gunsten des A. Es 
sind die öewinnhoffnnngen zu bestimmen, welche die Spieler 
unter diesen Bedingungen haben. 

Lösung. Da -4, wenn er mit dem ersten Wurfe 4, 6, 7, 8 oder 
10 Augen wirft, zu HofEnungen kommt, welche ebenfalls noch 
nnbekannt sind, so sind diese vor allen Dingen zu bestimmen. 

Es werde daher angenommen, dass A mit dem ersten 
Wurfe 4 Augen geworfen habe und im Begi'iffe sei, den 
zweiten Wni'f zu thun. Nun giebt es aber bei zwei Würfeln 
3 Fälle, welche wieder 4 Augen bringen und also A ge- 
winnen lassen, und 8 Fälle, welche 5 oder 9 Augen ergeben 
und A verlieren lassen; alle anderen Fälle dagegen ver- 
pflichten A, von neuem au werfen, imd können daher (nach 
Satz III, Znsatz 4 im ersten Theile) als nicht vorhanden an- 
gesehen werden. Folglich hat A die Hoffnung — 

=: — Ebenso gross ist seine Hoffnnng, wenn er beim ersten 

Wurfe 10 Augen wirft, da bei zwei Würfeln 4 nnd 10 Augen 
gleichviele Fälle entsprechen. 

[168] Zweitens werde angenommen, dass A mit dem 
ersten Wuife 6 Augen geworfen habe. Es giebt dann 5 Fälle, 
welche ihm beim zweiten Wurfe wiedernmn 6 Augen hefern, 
nnd 8 Fälle, welche 5 oder 9 Augen ergeben. Daher hat A 

die Hoffnnng ^^ TT ' D^ zu 8 Augen die gleiche 

Anzahl Fälle gehören, so hat A ebenfalls die Hof&iung -[\, 
wenn er mit dem ersten Wurfe 8 Äugen geworfen hat. 
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Seliliesälich werde angenommen, daas A mit dem ersten 
Wurfe 7 Augen erhalten habe. Der nächste Wiu'f kann ihm 
in 6 Fällen wiederum 7 Augen bringen und in 8 Fällen 

5 oder 9 Augen. Folglich ergiebt sich für A die Hoffnung 

6 ■ 1 -i- 8 - _ 3 

14 "~ 7 ■ 

Nachdem man diese Hoflnuiigeu berechnet hat, i8t zu er- 
wägen, in wievieleu Fällen A durch den eraten Wurf zu 
diesen Hoffnungen kommen kann. Nnn ^eht es bei zwei 
Wtirfeln 6 Fälle dafüi', dass A einen Pasch wirft, und 4 Fälle 
dafür, das9 er 3 oder 11 Augen wirft, daa heisst zusammen 
iO Fälle, welche A sofort mit dem ersten Wuafe gewinnen 
lassen. Femer ^ebt es, wie schon erwähnt, 8 Fälle füi' 5 oder 
9 Augen, in welchen Fällen A das Spiel verliert. Beillck- 
sichtigt man, d^s von den 6 Fällen ffir 4 und 10 Augen 
die beiden Falle des Zweier- und Fflnfej-pasches auazuaolilieaseE 
sind, so bleiben 4 Fälle, welche dem A die Hoffnung -^^ . 
bringen. Ebenso sind von den 5 Fällen ffir 6 und 8 Augen 
die beiden Fälle des Dreier- und Viererpasohes auszusondern, 
und folglieh bleiben 3 Fälle, welche dem A die Hoffnung -^ 
geben. Schliesslich sind 6 Fälle für 7 Augen übrig, welehe 
A die Hoffnung ^ einbringen, Folglicli tat A bei Begbn 
des Spieles die Hoffiiung 



[169] B hat also gflnsfigere Gewinnaussiebten als A, wie Lier- 
aua klar hervorgeht, wenn es auch Leute geben mag, welche 
der entgegengesetzten Ansicht sind und lieber die KoUe des A 
übernehmen. 

XVII. 

Aufgabe. Es sind die Gewinnhoffnungen der Spieler 
in einem andern Glücksspiele zu berechnen. 
Ich erinnere mich, dass ich in fillherer Zeit auf einem 
Jahrmarkte einen Gaukler gesehen habe, welcher das folgende 
Glücksspiel aufgestellt hatte, um die Vorübergehenden anzu- 
locken. Eine kreisrunde, nach der Mitte etwas ansteigende 
Scheibe war mit Hülfe der Wasserwaage genau horizontal 
aufgestellt, An ihrem Rande trug sie 32 Yerläefungen, welche 
in vier Gruppen getheilt und mit den Nummern I bis VIU der 
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Reihe nach in jeder Gmppo bezeichnet waren. In ilem älittcl- 
pnnkte der Scheibe befand sich ein kleiner Becher. Wer nnn 
sein Ghiok verawehen wollte, waif vier Meine Kugeln in den 
Becher, welclie durch denselben anf die Scheibe hinabrollten 
nnd von ebenso vielen Verliefangen derselben aufgenommen 
wurden, und erhielt dann den Gewinn ausgezahlt, welcher für 
die Summe der diese Vertiefnngen bezeichnenden Zahlen auf 
dem unten folgenden Spielplane angesetzt war. Jeder ein- 
zelne Wnrf mit den vier Kugeln muaste mit vier Pfennigen 
bezahlt werden. Eb wii'd uaeh der Hoffnung des Spielers 
gefragt. 

Lösung, Zunächst ist klai', dass der Spieler bei jedem 
Einwurfe der vier Kugeln mindestens 4 und höchstens 32, 
Punkte erzielen kanu, welche Grenzzahlen nur in je einem 
Falle sich ergeben, nämlich 4, wenn die vier Kugeln in 
die ersten Vertiefungen jeder Gruppe fallen, nnd 32, 
wenn sie in die letzten Vertiefungen jeder Gruppe fallen. 
Dann ist zu beachten, dass es umsomehr Fälle flir die 
zwischen 4 iind 32 liegenden Zahlen von Punkten giebt, 
je weiter diese von jenen Grenzen entfernt sind, und dass ea 
für die Zahl 18 am meisten Fälle giebt. Zu je zwei Zahlen, 
welche von 18 gleiohweit nach beiden Seiten entfernt sind, 
gehören gleichviele Fälle. Schliesslich mnss man bedenken, 
dass von den Vei-tiefungen, welche bei jedem Wurfe die vier 
kleinen Kugeln aufnehmen, alle vier mit derselben Zahl, oder 
3 mit derselben [170] und die vierte mit einer andern Zahl, 
oder 2 mit deraelben nnd 2 mit der gleichen andern Zahl, 
oder 2 mit deraelben und die übrigen mit zwei verschiedenen 
Zahlen, oder endlich alle vier mit verschiedenen Zahlen be- 
zeichnet sein können. So ist nur ein Fall möglieh, d^s z. B. 
die Kugeln in die vier mit I bezeichneten Vertiefungen fallen. 

Ferner sind offenbar I j =: 4 Fälle möglich, in welchen di'ei 

von den Kugeln in Vertiefungen mit der Nummer I zu liegen 

kommen, und j 1^4 Falle, iu welchen die vierte Kugel in 

eine Vertiefung mit der Nummer II fällt; d, h. ea giebt 4 ■ 4 
=: 16 Fälle, dass die vier Kugeln in drei Vertiefungen I und 

eine Vertiefung II roUen. Es giebt | } M = 6 -6 = 36 Fälle, 

in welchen zwei Kugeln in Veiüefungen I und die beiden andern 
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in Vertiei'iingeii U zu Hegen kommen; dagegen giebt es 

j j 1 j / j = G ■ 4 . 4 = 96 Fälle, in welchen zwei Kugeln 

in Vertiefungen I, die dritte in eine Vertiefung II nud die 

vieiie in eine Vertiefung III rollen, and 1 1 (1 11 I 1 

^ 4' = 256 Fälle, in welchen je eine Kuge! in eiue Ver- 
tiefung I, II, III und IV rollen. Es ist noch zu bemerken, 
daas die 24 Fälle, welche aus jedem Falle dui'ch wechsel- 
seitige Vertauachnng der vier Kugeln sich ergeben, ausser 
Betracht gelassen werden, da diese als ehensoviele aecuudäre 
Fälle, aus welchen ein jeder primäre Fall zusammengesetzt ist, 
angesehen werden können. 

[Itl] Nun muss man die Zahl der Fälle bestimmen, welche 
joder möglichen Anzahl von Punkten entspricht, was etwa 
in derselben Weise geschehen kann, wie oben {nach der Auf- 
gabe IX des ersten Theiles, S. 27) die Anzahl der Wtii'fe mit 
verschiedenen Wflrfeln ermittelt wurde. Wenn mau hier die ge- 
gebene Zahl von Punkten auf aUe möghchen Arten in 4 Theile 
wegen der 4 Kugeln zerlegt, deren keiner gi-Ösaer als 8 sein 
darf (weil die Nummern der Vertiefungen nieht höher gehen), 
und dann den einzelnen Art«n die im vorigen Abschnitte er- 
mittelte Anzahl der FMle znertheilt, so gieht die Summe dieser, 
letzteren die gesuchte Zahl. Da aber auf diese Weise die 
Zahl der Fälle nur für eine gegebene Punktzahl gefunden 
wird, uns aber die Zahlen der Fälle fitr alle Punlcte uöthig 
sind, 80 achlagen wir den folgenden kürzeren Weg ein, um 
alle Zahlen auf euunal zu bekommen. 

Wu- bilden uns eine Tafel mit 15 Columnen, welche wir 
mit den Zahlen 4 bis 18 flberachreiben. Es genügt ftlr diese 
Zahlen die Fälle zu bestimmen, da jede Zahl über 18 mit 
einer unter 18 die gleiche Anzahl Fälle darbietet, wie oben 
angegeben ist. 

Nehmen wir nun an, dass alle vier Kugeln in Vertiefungen 
mit der gleichen Nummer roUen, so haben diese entweder sämmt- 
lich die Nummer I oder II oder . . ., und die Summen dieser 
Nummern sind daher 4, 8, 12, 16, .... Deshalb schreiben 
wir in die erste Zeile an den linken Rand der Tafel I, I, I, I 
(wozu man sich im Geiste II, 11, II, H; . . . hinzudenkt) und 
iu die mit 4, 8, t2, 16 bezeichneten Columnen je eine 1. 

Ferner nehmen wir an, dasa drei Kugeln von gleichbezeich- 
neten Vertiefungen und die vierte von einer Vertiefung mit 

OstivEiM'a iaiissiker, 106. 3 



y Google 



34 Jakob Bernonlli, 

aaderei' Niimmer aufgenommen ■weideu L f "S immein iIbi 
ersteren Vertiefungen sind, entwedei diei I odei diei 11 
oder .... Sind es drei I, 90 ist die vieile Nummei eine dei 
Zahlen II bis VIII, welche in Verbind mg mit den drei I die 
Summen 5, 6, 7, . . ., 11 gehen; wii schieihen m lei zweiten 
Zeile an den linken Rand der Talel I, I, I, II (wozu man 
sich die tlbrigen Verbindungen I, I, I, III; . , ., 1, I, I, VIII 
im Geiate ergänzt) und in die mit 5, ß, 7, . . ., 11 bezeichneten 
Colnmuen je eine 16. Sind die Zahlen der gleichbezeichneten 
Vertiefungen drei II, so ist die vierte Nummer I, III, IV, , . ., 
VIII, nnd folglich die Summen aller vier Zahlen 7, 9, 10,,.., 14; 
wii' schreiben dann in die dritte Zeile der Tafel an den linken 
Rand II, II, II, I (wozn die übrigen Verbindungen hinzuzu- 
denken sind) und in die Colnmuen 7, 9, 10, . , ., 14 je eine 16. 
In ähnlicher Weise bilden wir uns noch 3 Zeilen [172] mit 
den nun leicht verständlichen Bezeichnungen III, III, III, I; 
IV, IV, IV, I, V, V, V, I am linken Rande der Tafel und 
der Zahl 16 m den betreffenden Colnmuen. 

Weitei nehmen wii an, dass je zwei Veräefnngen dieselbe 
Nnmmer tiagen Die Nummern sind entweder zwei I mit 
zwei II, m, , MII, welche die Summen 6, 8, 10, . . ., 18 
liefern, odei zwei II mit zwei III, IV, . , ,, VII, welche die 
Summen 10, 12, 14, 16, 18 liefern, oder zwei III mit zwei 
IV, V, VI oder zwei IV mit zwei V, welche bez. die Summen 
14, 16, 18 und 18 liefera. Wir bezeichnen deshalb die fol- 
genden vier Zeilen der Tafel am linken Kande mit I, I, II, II; 
II, n, m, ni; ni, m, IV, IV; IV, IV, V, V und schreiben 
In die betreffenden Columnen dieser Zeilen die Zahl 36. 

Wii' nehmen nun wieder zwei Veiiiefluigen mit gleicher 
Nummer, die beiden tlbrigen aber mit von dieser und von 
einander verschiedenen Nummern. Dann können wir zunächst 
zwei I und eine II verbinden mit in, IV, . . . VIII, wodurch 
wir die Summen 7, 8, . , ., 12 erhalten, ferner zwei I und 
eine III mit IV, V, . . ., VIII, wodui-ch wii' die Summen 9, 
10, . . ., 13 erhalten, und so fort bis zur Verbindung I, I, 
VII, VIII mit der Summe 17. Nehmen wir dann zwei II, so 
kann entweder eine I mit einer III, IV, ... VIH, oder eine 
m mit einer IV, V, . . ., VIII, oder eine IV mit einer V, 
VI, . . ., Vin, oder . . . hinzutreten. In gleicher Weise fahren 
wir fort und bilden uns 24 weitere Zeilen in der Tafel, welche 
wir am linken Rande mit I, I, II, lU; I, I, UI, IV; . . .; 
I, I, VII, VIII; U, II, I, III: . . .; IL II, VI, VII; III, III, 
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I, II; . . ,; III, III, V, VI; IV, IV, I, II; . . .; IV, IV, III, V; 
V, V, I, II; ... ; V, V, III, IV; VI, VI, I, II; VI, VI, U, III; 
VII, VII, I, II analog der fi-öheren Bezeichnungsweiae kenn- 
zöiclmen; in jede dieser Zeilen wivd in die durch die bezllg- 
lichen Summen angegebenen Oolumnen die Zahl 96 eingetragen. 

Schliesslich nehmen wir au, dass alle vier Veiliefnngen 
mit versehiedenen Zahlen bezeichnet sind; dann können wii' 
I, II, in mit IV, V, . , ., Vlil oder I, Hl, IV mit V, VI, . . ., 
VIU, oder . , . combinireu. [173] Wir bezeichnen dann die 
letzten 15 Zeilen der Tafel am linken Rande mit I, II, III, 
IV; . . .; I, II, vn, Vin; I, III, IV, V; , . .; I, III, VI, vn; 
I, IV, V, VI; I, IV, VI, VII; U, III, IV, V; . . .; II, UI, VI, 
VII; n, IV, V, VI; IH, IV, V, VI und tragen in jede Zeile 
unter die betreffende Summe die Zahl 256 ein^). 

Nachdem wir uns auf diese Weise die Tafel angefertigt 
haben, brauchen wir nur noch die Zahlen jeder Columne 
zu addiren, um alle Fälle zu erhalten, welche die am Kopfe 
der Golnmne stehende Anzahl von Punkten ergeben. Diese 
Zaülen finden sieh in der mittleren Columne des hier folgen- 
den Spielplanea, dessen äusserate Columnen die Anzahl Pfennige 
angiebt, welche der Spieler bei der Erreichung der neben- 
stehenden Anzahl Punkte erhält. 
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Summe aller FiUle : 35 OSO = I ^ ■ 

Nachdem die Zahlen aller Fälle bestimmt sind, ist die ge- 
auchte Gewinnhoffnung leicht (nach Satz in dea ersten T" " 
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zu finden, iDtlem man Ais einzelnen Zahlen der Fälle mit den 
zugehörigen Geldprämien multiplioirt und durch die Anzahl 
aller Fälle dividii-t. Da zu 4 und 32 Punkten, zu 5 und 
31 Punkten dieselbe Anzahl Fälle gehört, ao läaat sieh die 
Rechnung vereinfachen, indem man die zwei zugehörigen Geld- 
prämien addii't imd in die einfache Anzahl FäUe mnltiplicii't, 
also (180 + 120) ■ 1 = 300 ■ 1, (100 + 32) ■ 16 = 132 • 16, 
n. a. w. Man findet auf diese Weise, dasa ein Spieler [174] 
eine Gewinnhoffnung von 4^^^ Pfennigen hat. Wenn er 
also nach der Annahme aeinen Wurf mit 4 Pfennigen erkauft, 
30 hat er offenbar gtinstigere Aussichten auf Gewinn als der 
Jahrmarktsgankler, welcher das Spiel veranstaltet, imd der 
letztere kann mit dieaem Glücksspiele niehta gewinnen, wenn 
er die Geldprämien nicht herahaetzt. 

XVIII. 
le. Es sind die Hoffnungen der Spieler in dem 
gewöhnlich Treseliak genannten Kartcnapiele 

In Deutsclüaud ist ein Kai'tenspiol sehr gebräuehlieh, 
welches gewöhnlieh Treachak^) genannt wii-d und eine ge- 
wisse Aehnüohkeit mit dem französiselien Spiele Brelan hat. 
Aus einem Spiele Karten werden 24 Blätter, von jeder Farbe 
6 genommen (und die übrigen fort gelegt] und zwar die Neuner, 
Zehner, Buben, Damen, Könige und Asse, welche wii- künitig 
durch ihi'e Anfangsbuchstaben iV, Z, B, D, K und A be- 
zeichnen wollen. Die Karten sollen nach ilu'cm Werthe in der 
ab ateigenden Reihenfolge aufeinanderfolgen: Ass, König, Dame, 
Bube, Zehner; alle aber werden an Bedeutung dui'ch die 
Neuner und den Ti'effbuben (welchen wir deahalb den Neunem 
zuzählen, sodaas wii' 5 Neuner und di'oi Buben haben) äber- 
ti'offen. Und zwar besteht die hei'vorrageude Wichtigkeit der 
Neuner, welche sehr derjenigen der Matador e genannten 
Karten im spanischen L'hombre-3piele ähnlich ist, darin, daas 
sie zu den Kai-ten beliebigen Werthea und beliebiger Fai'be 
hinzugezählt werden dürfen. So geben zwei Nenner mit einem 
Asa oder ein Neuner mit zwei Assen zuaammen drei Asae oder 
eine Triga (Dreigespann, un trioon) von Assen; ein, 
zwei oder di'ei Nenner geben mit drei, zwei oder einem König 
zusammen eine Quadriga (Viergespann) von Können; ein 
oder zwei Neuner zusammen mit di'ei oder zwei Blätteni 
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gleicher Fai-be werden als vier Blätter dieser Faibe gezählt, 
z. B. als vier Herzkaiten, 4 Treffkarten, n. 3. w. Jede der- 
artige CombinatioE von Karten nennt man gewöhnlich einett 
Fluvius (einen FlussJ, welcher aasaei-deni flureh eine Anzahl 
Punkte bewerthet wird, und zwai' für ein Ass 1 1 Punkte, für jede 
andere Karte 10 Punkte, Die Spielregeln sind die folgenden: 
Jedem Mitspieler werden der Eeihe nach zwei Blätter zu- 
getheilt. Dem ersten Spieler steht es frei, eine beliebige Geld- 
summe eluzuBefaen, nachdem er seine zwei Karten vei'stohlen 
betrachtet hat. Will ein zweiter Spieler mit ihm spielen, so 
setzt er ebensoviel oder, wenn es ihm gntdflnkt, auch mehr 
ein; im lefateren Fall muss der erste Spieler [175] noch den 
DiffereuKbetrag seinerseits hinzuftigen, wenn er nicht ohne 
weiteres seinen Einsatz verlieren will. Hierauf erhalten die 
Spieler, welche das Spiel begonnen haben, wiederum je zwei 
Kai'ten, welche aber vor AUer Augen offen auf den Tisch 
gelegt werden, sodass jetzt die vier ICarten jedes Spielers zur 
Hälfte allen Mitspielern bekannt und znr Hälfte unbekannt 
sind. Dann setzen die Spieler von neuem Geldsummen in der 
vorigen Weise ein, wobei es einem andern Spieler immer frei 
stellt, mehr als der erste einzusetzen und der letztere in diesem 
Falle seinen Einsatz wieder auf den gleichen Bett'ag erhöhen muss. 
Dai'auf legen schliesslich sämmtliehe Mitspieler ihre vier Karten 
offen auf den Tisch, und es erhält derjenige von ihnen den ganzen 
Einsatz, dessen Kai'ten den höheren Wei^th haben. Hierbei wird 
eine Quadriga höher als ein Fluvius und dieser höher als eine 
Triga bewertliet, den höchsten Werth hat eiue Neunerquadr^a. 
lieber den Werth der übrigen Quadrigen uud Ti'igen ent- 
scheidet die Werthfolge der sie bildenden Karten, bei den 
Fluvien die Anzahl der Punkte; so ist eine Quadi^a, bez. 
Tilga von Assen mehr werth als eine solche von Königen 
und ein Fluvius von 43 Punkten mehr werth als ein solcher 
■ von 42 Punkten. Hat kein Mitspieler eine Quadriga, eine 
Triga oder einen Fluvius, so erhält deijenige den Einsatz, 
welcher die meisten Punkte einer Farbe zählt. In dem Falle 
aber, dass zwei Spieler völlig gleiche Kai-ten haben, z. B. wenn 
sie Quadrigen oder Trigen von gleichem Werthe oder Fluvien 
mit gleiehvielen Punkten haben, gewinnt gegebenen Falles dei'- 
jenige von ihnen, welcher der Eeihe nach der erstere ist, d. h. 
welchem frtiher als dem andern seine Kai'ten gegeben sind. 
Jeder der Spieler kann nun, wenn er seine ersten zwei 
Karten erhalten hat, seine Gewinuhoffnung berechnen und nach 
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dieser dann sein Verhalten einrichten. Denn wenn er aucli 
seinen Einsatz niclit immer im Veriiältnisse des Wertliea seiner 
Kai'ten erhölien darf, um den Mitspielern diesen niclit zu ver- 
rathen — denn die Seele dieses Spieles ist <Ue Heuchelei und 
es gilt oft gute Miene zum bösen Spiele zu machen, damit die 
Andern, welche vielleicht bessere Karten erhalten haben, durch 
seine erlienehelteZnyersichtgetäuscht, davon abgeschreckt werden, 
ihn zn überbieten — , so kann man doch nicht lei^neu, dass die 
vorausgehende Kennfaiss der Gewinnhoffnung ein nicht unwesent- 
liches I-Iillfsmittel ist, um den Grad dieser Verstellui^ zu bemessen. 

Lösung. Ich will die Art der Berechnung nur an einem 
Beispiele zeigen, und zwar, da ich mich erinnere, oft die 
Wahrnehmung gemacht zu haben, dass deijenige, welcher im 
Anfange zwei Nenner erhielt, doch noch verlor, will ich be- 
stimmen, um wieviel mehi' ein solcher Spieler Hoffnung hat 
zu gewimien, als zu verlieren. [176] Um aber die Fi'age 
ganz bestiramt zu stellen, nehme ich an, daas ich als der erste 
von zwei Spielern zwei Neuner und der andere (was ich 
irgendwie erfahren habe) einen erhalten hat; ich wflusche die 
Gewinnhoffauugen von uns Beiden kenneu zu lernen. 

Zunächst beti'aehte ich alle mögliehen Fälle, in welche ich 
während des Spieles kommen kann. Es kann der Fall eintreten, 
dass die Uhr^en beiden Karten, welche ich erhalte (wie ans 
der ereten Columne der unten folgenden Tafel eraichüich ist), 
entweder noch zwei Neuner sind, oder ein Neuner mit einer an- 
dern Karte, oder zwei andere Karten gleichen Werthes oder 
zwei andere Kai'ten verschiedenen Werthes, welche derselben 
oder verschiedenen Farben angehören; in dem letzteren Falle 
ist noch zu unterscheiden, ob eine der beiden Karten eine Treff- 
kaiie ist oder nicht, da wegen des zn den Neunern gezählten 
Treffbuben dieser Unterschied die Gewinnlioffaungen beeinflusst. 

Zweitens untersuche ich, wie oft jeder dieser Fälle ein- 
treten kann, indem ich bedenke, dass, ausser meinen beiden 
Neunern und dem Neuner meines Gegners, noch 21 Blätter 
vorhanden sind, unter welclien noch zwei Neuner , vier Asse, 
Könige, Damen, Zehner und drei Buben sind. Da mein 
Gegner ebenfalls zwei Karten erhalten hat, so sind eigentlich 
jiur noch 20 Karten übiig; da aber seine zweite Karte mir 
unbekannt ist, so kommt es in Klicksicht auf meine Unkennt^ 
niss auf dasselbe hinaus, als wenn er diese Karte nicht ge- 
nommen hätte und ich auf zwei beliebige der Übrigen 21- 
Karteublätter gleiche Hoffnung haben würde. Es lassen sich 
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nnn leicht die einzelneu Fälle aufzählen ; es siud deren insgesammt 
nämlich ehenaoviele als sich Biuionen aus den übrigen Kai'ten- 

blättern bilden laasen, d. h. j J ^ 210 Fälle. Zwei NeuEer 

köanen zusammen nur einmal vorkommen; ein Neuner mit 
einem Ass kann 2-4^8 mal eombinlrt werden , ebenso oft 
ein Neunev mit einem König, einer Dame oder einem Zehner; 
ein Neuner mit einem Buben kann dagegen nur 2 ■ 3 = 6 mal 
oomhinirt werden. [177] In gleicher Weise laasen sich die 
Zahlen der Fälle ffli' eine der tbrigen Zusammenstellnngen 
zweier Karten berechnen; diese Zahlen finden sieh in der 
aweiten Columne der untenstehenden Tafel. 

Drittens berechne ich die Hoffnungen, welche ich und 
mein Gegner iu den einzelnen angegebenen Fällen haben. Habe 
ich meine weiteren zwei Karten erhalten, so siud noch 19 
Karten flbrig, von welchen mein Gegner drei erhält; daher , 
ist sein Spiel ebensovielen Möglichkeiten unterworfen, als ea 

Ternionen von 19 Dingen gieht, nämlich 1 „ 1 =^ 969, und 

ich mnas ftlr jede mögliehe Zusammenstellung meiner vier 
Karten untersuchen, wieviele dieser 969 möglichen Fälle fdr 
meinen Gegner günstig und wieviele für ihn ungllnat^ sind. 
Erhalte ich zu meinen zwei Neunern noch zwei weitere Neuner 
oder einen Neuner und eui Ass, so musB mein Gegner unbe- 
dingt verheren, da ieh eine Quadriga von Neunern oder Aasen 
habe und mein Gegner höchstens eine solche von Äsaen besitzen 
kann; nach den Spielbedingimgeu gewinne ich aber in beiden 
Fällen. Kommt zu meinen Nennern ein Neuner und ein König 
hinzu, so habe ich eine Quadriga von Königen und kann von 
meinem Gegner nur besiegt werden, wenn er eine Quadriga 
von Assen erhält. Nun sind unter den 19 Kartenblättern 5, 
nämlich ein Neuner und vier Asse, von denen irgend drei 
mit dem Neuner, welchen mein Gegner schon besitzt, eine 
Quadriga von Assen bilden; von 5 Dingen lassen sich aber 

j I = 10 Teruionen bilden, und folglich sind meinem Gegner 

10 von den sämmtliohen 969 Fällen gtlnatig, weshalb er die 
Hoffnung -^-^ hat. [178] Erhalte ich noch einen Neuner und 
eine Dame, so habe ich eine Quadriga von vier Damen, und 
mein Gegner gewinnt, wenn er eine Quadi-iga von Aasen oder 
I erhält, wofflr ihm 20 Fülle gtlnatig sind; seine Hoff- 
; ist also gleich ^,f',^. 
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[179] Die Iloflnuugen memes Uegnera kann ich für alle 
mögliehen Combinationen der mir noch zufalleaden zwei Karten 
Ie gleicher Weise beatiramen; es erfordert ihre Bereohmuig 
aher um so mehr Mlihe, je gi-Öaser die Hoffnui^ meines Gegners 
auf Gewinn ist. Da es viel zu weitschweifig werden würde, 
wenn ich sämmtliehe Berechnungen hier bis in alle Einzel- 
heiten mittheilen wollte, ao bestimme ich die Gewinnhoffnung 
meines Gegnera nnr fttr den Fall, dass ich einen Buben und 
einen Zehner von zwei verschiedenen Farben, aber nicht Ti'eff, 
z. B. den Herzbuben und die Piqnezehn erhalten habe, also 
nur eine Triga von Buben besitze. Mein Gegner gewinnt dann 
mit jeder Quadriga und jedem Fluvins, ebenso mit einer Tr^a 
von Assen, Königen oder Damen. Um die Anzahl der QuadiTgeu 
zu bestimmen, ei'wäge ich, dass die Übrigen 19 Kai-ten aua 
2 Nennern, 4 Assen, 4 Königen, 4 Damen, 2 Buben und 3 
Zehnem bestehen oder dasa ana ihnen [wenn ich die beiden 
Neunei den andern Karten jedes Mal zuzähle) 6 Asse, 6 Könige, 
6 Damen, 4 Buben und 5 Zehner genommen werden können. 
Ich erhalte unn alle Quadrigen von Assen, indem ich je 3 
Asae mit dem einen Neuner meines Gegners verbinde, was 

ich j ] ;= 20 mal thun kann. Eheusoviele Quadrigen von 

Königen und Damen giebt es. Die Anzalil der Quadi^en von 

Buben ist L ) = 4 und der Quadrigen von Zehnern L | = 1 ; 

es giebt also insgesammt 74 Quadrigen. ~ Die Anzahl t 
Fluvien ermittele ich folgendevmaassen. [180] Unter d 
19 Kai'ten befinden sich ausser den beiden Neunem 4 Pique-, 
5 Carreau-, 4 Heft* und 4 Treff-Karten. Zur Bildung eines 
Fluvins muaa mein Gegner au seinem einen Neuner entweder drei 
Kartenblätter derselben Farbe oder wenigstens zwei von derselben 
Faa'be und einen der beiden übrigen Nenner erhalten; folg- 
lieh ist die Anzahl der Fluvien gleich der Auzalü aller Ter- 
nionen vei-mehrt um die doppelte Anzahl aller Binionen von 

4, 5, 4, 4 Dingen, d. i. gleich 3 Q + (3) + 2 [^ Q + (^] 

= 22 + 2-28 = 78. — Um achliesslieh die Anzahl der 
Ti-^en zu bestimmen, muss ich bedenken, dass zui' Bildung 
einer Tr^a von Assen (Königen oder Damen) mit dem einen 
Neuner, welchen mein Gegner schon hat, entweder zwei Aase 
(Könige oder Damen) oder einer der beiden tibrigen Neuner 
mit einem Asse (Könige oder Dame) verbunden werden mflsaen. 
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Treten zwei gleiche Karten hinzu, so kann daa vierte ßlatt 
ein hehebigea aus deu llbrigen 13 Kai'ten sein; da aber 4 Aaäe 
[Könige oder Damen] 6 mal zu je zweien genommen werden 
können, ao entstehen dadureh jedesmal 78 Fälle, Wird mit 
einem der übrigen Neuner ein Aas (König oder Dame) ver- 
bunden, so kann daa vierte Blatt ein beliebiges einer anderen 
Farbe und geringeren Wertlies sein. Es können also ver- 
bunden werden mit dem Cai-reau-Ass 9 Blätter und mit jedem 
andeiTi Asse 10 Blätter, was 39 Fälle giebt; mit dem Carreau- 
lüinig 6 und mit jedem andern Könige 7 Blatter, was 27 
Fälle giebt; mit der Cai-reau-Dame 3 und mit jeder andern 
4 Blätter, was 15 Fälle giebt. Diese letzteren Zahlen sind 
wegen der beiden noch llbrigen Neuner doppelt zu nehmen 
und zn ihnen einzeln noch die 78 oben gefundenen Fälle zu 
addiren; man erhält dann 156 Trigen mit Assen, 132 Trigen 
mit Königen und 108 Trigen mit Damen, also üisgeaammt 
396 Trigen, welche meinen Gegner gewinnen lassen. Addire 
ich nun die Anzahl der Quadrigen, Fluvieu und Trigen zu 
einander, so erhalte ich 74 + 78-1- 396 =^ 548 Fälle, welche 
für meinen Gegner günstig sind, und daher iat hier seine 
Hoffnung gleich -^^-l. In der dritten Colmnne der auf der 
folgenden Seite stehenden Tafel finden sich die Hotftiungen 
meines Gegners, welche allen Möglichkeiten betreffs der mir 
noch anfallenden zwei Karten entsprechen, in der Weise an- 
gegehen, daas dort die Anzahl der meinem Mitspieler günstigen 
Fälle augegeben sind; dieae sind zugleich die Zähler seiner 
Hoffnungen, deren gemeinsamer Nenner 969 ist. 

[181] Die Gewinnhoffnungen von uns Beiden, bevor ich 
meine letzten zwei Karten eriialte — und nach diesen war 
gpiade gefragt — ■ lassen sich nun leicht berechnen. Zunächst 
hnde ich mit Hülfe der Zahlen der zweiten und di'itten Colnmue 
(nach featz III des ersten Theiles, wobei zur Vereinfachung 
der Rechnung alle Zahlen der dritten Colnmue, zu welchen in 
dei zweiten Oolnmne die gleiche Zahl von Fällen gehört, vor- 
hei <wldjit worden sind] für die HofEnung meines Gegners 

3- 1902 + 4 ■ 498-1- 6 -4614-1-8 ■ 64 _ 35 894 _ 17947 



und mithin für meine eigene Hoffnung welche also 

nahezu fünfmal so gross iat als die Hoffnung meines Gegners, 
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Uebr^ens bieten sich für denjenigen, welcher die Tafel 
prüft, auf den ersten Anblick noch viele andere Sätze Aar, 
wie z. B. die folgenden. Ich komme durch einen Neuner und 
eine Dame zw der gleichen Hoffnung wie durch zwei Könige, 
durch zwei Zehner zu der gleichen Hoffnung wie durch ein 
Aaa und eineu König, eine Dame oder den Zehner gleicher 
Fai'be. Bin Neuner mit einem Buben oder Zehner iat mir 
mehr werth ala zwei Damen, Zwei Blätter von verachiedenem 
Werthe und vei-schiedener Farbe aind immer dann ein wenig 
besser, wenn keine Kai-te davon eine Treffkai'te ist, als wenn 
dies der Fall ist. Eine Dame und ein Zehner anderer Farbe 
aind mir vortheilhafter als ein Bube und ein Zehner, welche 
für meinen Gegner mehr werth aind; u. a. w. 

Alles Bisherige gilt nur frtr die Annahme, dass ich bei 
Beginn des Spieles zwei und meiu Mitspieler eineu Neuner 
hat. Ist mir aber kein Blatt meines Mitspielers bekannt, ao 
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komme ich au ganz anderen Hoflnungen und zu einer ganz 
anderen Tafel, welche der fleisaige Leaer nach dem gleichen 
Verfahren, nur nmtatia mntandis aufstellen mag. Wenn er die 
Rechnung richtig durchfflhi't, so findet er, dass sich in diesem 
Falle meine Hoffnung zu der meines Gegners wie 346 988 zu 
26077 verhält, dass sie also mehr als 13mal grösser ist 
als diese. 

Es war ursprünglich meine Absicht gewesen, hier noch 
einige andere Fragen, welche häufig unter den Mitspielern 
diacutii't werden, zu beantworten; z. B.: Ist es bei Beginn des 
Spieles voi-theilhafter, [1821 einen Neuner und einen Bnben 
oder Zehner zu haben, als zwei Asse? Welcher von zwei 
Spielern, von denen der eine zwei Aase, der andere einen 
Nenner und einen Buben oder Zehner erhalten hat, besitzt die 
grössere Gewiunhoffnnng ? und ähnliche Fragen. Da es aber 
schon den Anschein haben kann, als hätte ich auf Nichtig- 
keiten zu viel Zeit verwendet, so will ich diese und andere 
diesbezttgliche Fragen dem wissbegierigen Leaer zu lösen und 
' KU berechnen fiberkssen. 

XIX. 

Aufgabe. Bei irgend einem Giucksspieie ist der 
Bankhalter (le banquier du Jen) dadurch im Vortheil, 
dass die Zahl der Fälle, in welchen er gewinnt, ein 
wenig grösser ist, ala die Zahl der Fälle, in welchen 
er verliert, und daas zugleich die Zahl der Fälle, in 
welobeu er auch bei dem folgenden Spiele Bankhalter 
bleibt, grösser ist als die Zahl der Fälle, in welchen 
sein Amt an einen Mitspieler übergeht Wieviel sind 
diese Vorrechte des Bankhalters werth? 

Lösung, Die Anzahl der Fälle, in welchen der Bank- 
halter gewinnt, möge sich zu der Anzahl der Fälle, in welchen 
er verliert, verlialten wie p zu q, wo also p'^ 1 ist, und 
die Anzahl der Fälle, in welchen er aein Amt behält, zu der 
Anzahl der FäUe, in welchen er es verliert, wie m zu », wo 
m'^ /} ist. Würde man nun auf das gerade im Gange be- 
findliche Spie! nur und uioht zugleich auf das nächatfo^endo 
Spiel RUcksioht nehmen, so erhielte man für die Hoffnung des 

Bankhalters — - — (wegen der p Fälle fflr den Einaata 1 und 

der q Falle für Ol und fflr die dea Mitspielers — -, — ; beide 
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wfli'den aicli also wie p zu 5 verhalteu. Beiäcksiclitigt man 
aV)er auch die ferneren Spiele, so gestaltea sich die Verhält- 
nisse verwickelter, imd ea ist nicht sofort in die Äugen 
springend, wie die Prärogative im gegenwärtigen Spiele und 
die HoflTiung auf die Prärogative [183] im folgenden Spiele 
zusammen zu schätzen süid; man kommt sehr leicht zn ti'flge- 
rischen Schlussfolgeraiigeu, wenn man nicht genau Acht giebt. 
Ich hatte früher die Aufgabe folgen derma aasen augefasst. 
Bliebe der Bankhalter immer in seinem Amte, SO hätte er die 

Hoffnung — ; wenn aber Gefahr für ihn vorhanden ist, sein 

Amt zu verlieren-, so muss seine Hoffnung geringer sein. 
Bezeichne ich die Hoffnung dea Bankhalters mit x und die 
seines Mitspielers mit y, so würde ich finden [wegen der p Fälle 
ffir 1 , der q Fälle fUr 0, der m Fälle Bankhalter zu bleiben 
und der n Fälle die Stelle des Mitspielers zu erhalten): 
p-\-mx-\-nii , , q -\-my -\-nx 

X t= ^i— 1 — ; — '—^ iiud ebenso w =--'—! f — , oder 

p + q + m + n •' p + q-^m + n' 

r • y =:p -^n-.q-^-n, also kleiner als p : q. Oder: da dem 

Bankhaltei — i— und seinem Mitspieler — ~ des Einsatzes 

p-\-q p + q 

gebührt, und da der Bankhalter in m Fällen sein Amt behält 
und m 7} Fällen es verliert, so würde sich fflr ihn die Hoff- 



nung ergeben: 



, + n {« + »)(? + ,)' 

np 



fflr seinen ffiispieler , , . , — ^ — , übrig bleiben; es wflrde 

[m^n)[p + q) 
also das Verhältniss [mp + nq) : [mq + np) resultii'en, welches 
zwar kleiner als p:q, aber von dem zuerst gefundenen Ver- 
hältnisse verschieden ist. In der That verwarf ich auch bald 
beide Lösungen als unrieh1%, da es völlig widersinnig erseheint, 
dass die grössere Wahrscheinlichkeit, welche der Banldialter 
hat, sein Amt zu behalten, den mit diesem Amte verbundenen 
Vortheil verringert statt vergrössert. Ich neigte dann längere 
Zeit der Ansicht zu, dass die Hoffnungen aus den beiden 

Brflehen — und — zusammengesetzt seien und sich verhalten 

wie pm : qn, welches Verliältniss gi'öaser als ^j : q oder m : n 
ist. Aber aueh diese Lösung ist nmichtig. Ich will aber 
nicht zeigen, worin der Fehler bei diesen Berechnungen liegt, 
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aaiideni unvevzilglieh die richtige Lösung ableiten, welolie jene 
durcli ilire angeuselieinlieiie Walirlieit sofort in deu Schatten stellt. 

Wer die richt^e Lösung flnden will, rnnss zwei Dinge 
beachten. Nämlich erstens muss er bestimmen, wieviel dem 
Bankhalter nicht von dem ganzen Einsätze, [184] sonäern nur 
von dem Einsätze seines Mitspielers gebfltrt (w^ nach Satz III, 
Zusata 5 im ersten Theile zu bestimmen ist); zweitens mnas 
er diesen dem Bankhalter gebtlhrenden Antheil fnr die ein- 
zelnen aufeinander folgenden Spiele berechnen, aus deren 
Summirung sich dann die Gesammthoffnung ei^ieht. 

Es mögen die beiden Spieler nnter sich festgesetzt haben, 
daaa nach jedem Spiele der Sieger von dem Unterlegeneu die 
Summe a erhält. Mithin ist der dem Bankhalter gebührende 
Antheil von der Summe « seines Mitspielers bei dem ersten 
Spiele [wegen der p Fälle, n zu gewinnen, und der q FäUe, 
a zu veiiieren), gleich 

pa-\- (jj— a) ^ p — q ^^l^ 
P + </ P + <1 s ' 

wobei /" — ? = ^j ^^ + '7 = s gesetzt ist; folglich gebührt 

dem Mitspieler a. Da uun der Bankhalter zugleich m Fälle 

hat, in welchen er auch beim nächsten Spiele sein Amt be- 
hält, d. Ii. zu der Hoffnung -a kommt, und n Fälle, in welchen 
er sein Amt verliert nnd also die Hoffiiung — -oi erhält, so 

hat der Banfehalter, beim zweiten Spiele die Summe « zn 
erhalten, die Hoffnung: 

ra , — r« 
rti— + n — -— 



TO + w s m + n SV 

wobei m ■— n r= t, m. -\- ?i = v gesetzt ist; folglieh gebührt 
dem andern Spieler — «. In gleicher Weise findet man, 

dass der Bankhalter, nm beim dritten Spiele die Summe a 
zn erhalten, die Hoffnung hat: 
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und der andere Spieler — — ^a. ISbenao ei^eben sieh fttr 

den Bankhalter beim vierten, fttuften, . . , Spiele die Hoff- 

nungen — - «, — j- a, . . . und für seinen Mitspieler dieselhen 

Werthe mit negativen Zeichen. [186] Die Summe aller dieser 
Hoffnungen giebt nun die Gesammthoffiiung des Bankhalters, 
bez. seines Mitspielers. Haben Beide z einzelne Spiele ver- 
abredet oder 90 viele thatsäclilieh gemacht, wenn sie zu spielen 
aufhören, so ist die Hoffnung des Bankhalters gleich 



' .■ L 2» 2»5--'J' 



Folgerung i. Ist die Differenz zwischen m und n im 

Verhältniss zu ihren Werthen und also auch — sehr klein 

oder wenigstens die Anzahl z der einzelnen Spiele sehr gross, 
so kann man ohne merklichen Fehler das zweite Glied in der 
vorstehenden Formel veniachlässigen und die Hoffnung des 

Banklialters gleich setzen. 

Folgeriiug 2. Wenn in kurzer Zeit eine grosso Anzahl 
von Spielen gemacht werden kaun, der Bankhalter aber nicht 
mehr am Spiele tlieilnehmen und sein VoiToeht einem andern 
Spieler verkaufen will, so muss ihm dieser die Summe 

— — geben. Will der Bankhalter aber zwar noch am 

Spiele theilnehmeu, jedooh sein Amt einem andern Mitspieler 
Itherlassen, so muss dieser ihm die doppelte Summe, also 

geben; denn die Hälfte dieser Summe gebührt dem 

Banlch alter , wenn das Spiel ganz aufgegeben wird, und die 
andere Hälfte, wenu er dann mit seinem Gegner das Spiel 
wieder aufnimmt und diesem zugleich das Amt des Bank- 
halters tlberlässt. 
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Folgerung 3. Fto ??( = /> und n:=q redutirt sict der 
s In iq 



[186] XX. 

Aufgabe. Es sind die Gewinnausaieliten in demgewölin- 

lich Bockspiel genannten Kartenspiele zu bestimmen. 

Dieses Spiel ist in unserem Lande selir tiWich. Ea wird 
mit Spieliarteu von zwei oder mein Theilnehmern gespielt. 
Einer von ihnen, welcher das Amt des Bankhalters versieht 
(welcher den Bock hat), mischt die Karten und vei-theilt 
sie dann in so viele Häufchen, als — ihn seihst mitgezählt 
— Personen am Spiele theilnehmen. Darauf kauft jeder Wir 
spieler sich ein Häufchen um einen beliebigen Preis, wähi'end 
das übrig bleibende Häufchen der Bankhalter erhält. Dann 
kehrt der Bankhalter Bämmtliche Häufchen um, wodurch die 
unterste Karte jedes Häufchens [und sonst keine) sichtbar 
wird. Der Banlthalter hat nun allen Mitapielera , deren 
Karten höheren Werth haben als die seinige, so viel auszu- 
zahlen, als jeder von ihnen eingesetzt hatte; die übrigen Spiel- 
theilnehmer aber, welche Karten von niedrigerem oder gleichem 
Werthe als der Bankhalter habeu, verlieren ihren Einsatz an 
diesen. In seinem Amte verbleibt der Bankhalter so lange, 
als er auch nur einen der Mitspieler besiegt, und er verliert 
es nur, wenn er von allen zugleich besiegt wii-d. 

Lösung. "Um die Gewinnhoffnung des Bankhalters zu be- 
stimmen, braucht mau nnr zu ermitteln, welche Werthe die 

Verhältnisse —und — der vorigen Aufgabe hier haben, und 

diese Werthe dann in die dort gefundene Formel einzuseiaen. 
Die Anzahl der Farben des Kartenspiels sei gleich f und die 
der Blätter in jeder Fai-be gleich g, sodass das Kartenspiel 
insgesammt fg Blätter enthält, 

1, Wenn nun zwei Häufchen gebildet werden, so 
können ihre beiden untersten Blätter so oft verschiedene sein, 
als sieh von den sämmtlichen fg Karten Binionen bilden 

lassen , deren Anzahl gleich ■ ' ■' ^ ist. Von diesen Bi- 
nionen bestehen einige aus Kai-ten gleichen Werthcs, andere 
aus Kai'ten verschiedenen Werthes. Da je f Blätter von 
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gleiebem Wertlie, welclio' ^ '-^ ' Binionen liefern, und g 

veraohledeue Werthe vorhanden sind, ao ist die Anzalil aller 
Biuioucu, [187] welche zwei Blätter gleichen Werthes oiifr- 

halten, gleich - •' "l — - ; subtrahirt man diese Zahl von 

der Anzahl aller Binionen der /</ Kai'ten, so hleihon 

•^ \^ Binionen fibiig in welchen die beiden Ktrten 

von ^eischiedenom ^\erthe 9ind "-iind die beiden unteiaten 
Kalten gleich ao gewinnt dei Bankhalter mch dei Spiel 
oidnnng, was fiu ihn den Weith 1 hat haben sie aber \oi 
achiedenen Werth, ao hit jedei der beiden fepielei die gleiche 
Hüfinung auf Gewinn wie auf Veilnst, da jeder gleich leicht 
eine mmdeiweithige odei eme mehiwerthige Kaite ala der 
andeie ziehen kann, die'i eigiebt für leden denA\eith ^ Dei 

B lukhiltei hat also - '^ ^~ ' ' 1 alle ffli 1 nnd ^ ■■ ^'^"~^ ^ 

tn-L. /_ > 

1 II t tol 1 h t n Hoftn \\\% gli- 1 



nd de e ne? Mifap el s gle 1 — t4^ — '^—-- Die gleiche 
^ \JS — >■) 
Hofin '' 1 d le Ba kh Ite [nach der Anmerkung''" zu der 

Ut^beXIme tenTheile "^ itll haben, wenn er /(/+/— 2 
lall fti Pcwinn yl\ J g — f 1 lUe für Verlust hätte; folg- 
Ich 3t 

p i = {tj + f- ] [fg-f]- 

Da r n n 86 n Amt auch n dem nächsten Spiele behält, 
enn e ge innt n l es ve he t nn er besiegt wird, so 
st h e uch = / ud ^ y 

Beme 1 n„ 1( / = 4 d ; : ^ =- 2y+ 1 : 2y — 2; 
n mmt n an oeh y = 9 in io e hÜt man p:q ^ 19 : 16, 
Setzt d Mtsp le le Summe fll jedes Spiel ein, ao hat 
(nach le vo A fgabe nl de FoloC-nng [3)) der Bankhalter 
ffl das e ste 8i el die Ilofln n^ ^ und fto alle Spiele die 
Hoffnung -^^a wöbe wen n Speie im Ganzen gemacht 
werlen le letzte e We th nn um Tun-öJinTifffö; vom wahren 
Werthe ) ab e ht Wenn ils lei Bankhalter das Spiel auf- 
gebe viU so kau e sene Stolle m j^« au einen Dritten 
e ka ton w 11 er al e las % el fortsetzen und nur seinem 
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Mitspieler das Amt des Bankhalters fllierlaaseii, so muss er 
.^a YOn jenem erliatteu. 

2. Wenn drei Häufchen gebildet werden und di'ei 
Spieler, einachlieaaüch des Baalthalters, sich an dem Spiele 
betheil^en, 30 sind die untersten Blätter irgend zweier der 
drei Häufchen so vielen Möglielikeiten nnterwovfen, ala Binionen 
,aus Sämmtliehen Karten gebildet werden können; denn man 
kann das dritte Häufchen ala gar nicht vorhanden [188] und 
aeine Karten unter die übrigen vertheUt annehmen. Daraus 
folgt, dasa der Baukhaltei- soviele Fälle hat, in welchen er 
jeden einzelnen seiner Mitspieler oder dieaer ihn besiegt, ala 
sich bei der Annahme von nur zwei Häufchen ergeben hatten, 
d. h. es verhält sich auch hier jo : q ^ {fff -\-f — 2} : [fg — f). 
FUr _/^ 4, auf welchen Fall ich mich, der kürzeren Rechnung 
wegen und weil nur Kai'tenapiele mit 4 Farben in Gebrauch 
sind, beschränke, verhält sich also 

p;j = (2jH-ll:(2<,-2). 

Das Verhältniss m : n dagegen ändert seinen Werth mit der 
Anzahl der Spieler und der Häufehen; je mehr es deren sind, 
um so schwerer nur kann der Bankhalter sein Amt einhüssen. 
I5ei drei Häufchen können die drei untersten Blätter so oft 
vei-scMeden sein, als es von 'ig Dingen Ternionen giebt, deren 

,, , . i^Q\ 32oä^24oä + 4f/ . . 

Anzahl gleich I „ ) = — T^" — ' ^* Einige von 

diesen Ternionen enthalten drei Blätter gleichen Werthea, 
andere nur zwei Blätter gleichen Werthes und eui dilttes Blatt 
von anderem "Werth, noch andere drei Blätter, deren Werthe 
sämmtlich von einander verschieden sind. Die vier Blätter 
jedes Werthes lasaen 4 Ternionen und 6 Binionen zu; da 
es nun g Werthe giebt, so ist die Anzahl aller Ternionen 
gleichen Werthes gleich 4^ und die aller Binionen gleich 
6^. Zu jeder Binion kann man ein beliehiges von den 
4^ — 4 BlätteiTi der öbrigen g — t Werthe hinzunehmen; dies 
giebt 24^" — 24jr Ternionen, welche zwei gleichwerthige 
Karten enthalten und bei deren einer Hälfte, 12^* — 12^, 
die di'itte Kai'te eine mehi^werthige, hei deren anderer Hälfte 
diese eine minder werthige Karte ist. Subtrahirt man nun ig 
und 24^' — 24(7 wn der Anzahl aller Ternionen, so bleiben 
32ö3 — 96o* + 64ff ^ . . . , . , , 

— ^— — ■ -- ■ Ternionen übrig, bei welchen keine zwei 

Karten gleichen Werth haben. 
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Naeli der Spielorilnuiig ktiuu der Bankhalter sein Amt 
nicht verlieren, wenn die drei untersten Kartenblätter gleieh- 
werihig sind oder wenn zwei gleiehwerth^ sind nnd das dritte 
höheren Werth hat. Ist das dritte Blatt aher minderwertliig 
oder haben alle di'ei Blätter verschiedenen Wei'th, so kann er 
sein Amt nur verlieren, wenn ihm die Karte mit dem gering- 
sten Werthe znfällt, was in einem Falle geschehen kann, 
während zwei Fälle für das Gegentheil vorhanden sind; dies 
giebt ihm jedes Mai die Hoffnung f. Der Bankhalter hat 
daher ig Fälle fnr t, I2g^—I2g weitere Fälle fnr 1, 
12y* — 12gFme für | nnd [189] nochmals ^^ff "^^g +6^g 
Fälle für |; darans folgt fflr seine Hoffnung, das Amt des 

Banthalters zu behalten, der Werth — — ^ ?r^— r-^ und für 

24i?''— 18-7 + 3 

das Gegentheil -^r-^ ttt — r~^- Die gleichen Hoffnungen 

24/- 18<? + 3 
würde der Bankhalter haben, wenn er 16y — 817 — 4 Fälle 
fllr Beibehaltung und 8/ — i5jf + 7 Fälle flu' Verlust seines 
Amtes hätte. Folglich verhält sich 

m:n = (16/ - 3? - 4) : (8/ - Ibg + 7), 

Bemerkung. Für ? = verhält sich p : y = 19 : 16 
und m : n = 233 : 104. Setzt nun der erste Mitspieler die 
Summe a, der zweite b ein, so hat der Bankhalter (nach der 
vorigen Aufgabe und Zusatz 1) in Bezug auf den ei-sten Mit^ 
Spieler die Hoffnung " (P — ?) (»'-f-») ^ t53 ^ ^^^ .^^ g^ 
[P + 2I ■ 2k 1040 

.,. . , SfM — fl] im+n] 153 , 

zug aut den zweiten Mitspieler — -. — -—. — r ^ , , .„ 0, 

° '^ [p + q) ■ 2n 1040 

also in Bezug auf Beide ^VA {'■' + ^) > l'i^'-'l'ßi ^^ ^i^ ■^^^' 
weiohung vom wahi'en Werthe bei 11 Spielen kleiner als 

Deshalb wird der Bankhalter seine Stelle irgend 

100000 

einem Vierten um den Preis von ^ViV (" ~H ^1 verkaufen; will 
er aber nur mit einem der Mitspieler, z B mit demjenigen, 
welcher a eingesetzt hat, seinen Platz tauschen, so muss er 
von jenem -^^-g {2a -[-li] erhalten, da nach dem eben Ge- 
sagten ihm ■=['^^(« + 0) gebtihien, wenn ei das Spiel ab- 
brechen würde, und noch -^-^jig u dafür, dass ei das Amt des 
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BankiaUers an seinen Mitspieler abtiitt und sioii so zu flessen 
Schuldner ffli' diese Summe maclit. 

3. Wenn vier Häufeben gebildet werdeu und ein- 
sehliesalioh des Banihalters ebensoviele Spieler aich betheiligen, 
so ^ebt es wieder ebensoviele Fälle, in welchen der Bank- 
halter jeden einzelnen seiner Mitspieler besiegt oder von ihm 
besiegt wird, wie bei den vorigen zwei Annahmen. Dies gilt 
auch fttr jede beliebige Anzahl von HÄufchen, da man immer 
je zwei so ansehen kann, als ob sie allein vorhanden wären. 
Daher behält das Verhältniss p : q immer seinen Werth: 

^:? = (2y+ »):(2?-2). 
Das Verh^tniss m : w, welches mit der Anzahl der Häufchen 
wächst, ermittele ich folgeudermaasaen. In Bezug auf die 
untersten Blätter der vier Häufchen sind die Fälle möglich: 
I. Alle vier Earten haben denselben Werth; II. drei Karten 
haben gleichen Wei-th und die vierte höheren; III. drei Kai-ten 
haben gleichen Werth und die vierte geringeren; IV zwei 
Karten haben gleichen Werth und die beiden fibrigen gleichen, 
aber von dem ersteren verschiedenen Werth; V. zwei Karten 
haben gleichen Werth nnd die beiden andeim unter sieh [190] 
und von dem ersten verschiedene Werthe, welche beide höher 
sind als der erstere, oder VI. welche beide niedriger sind, 
oder VII. von denen der eine höher, der andere niedilger 
ist; VIII. alle vier Blätter haben von einander vei'Schiedene 
Werthe. 

Tritt von diesen Fällen I, II, IV oder V ein, so kann 
der Bankhalter sein Amt nicht verlieren. In den Fällen III, 
VI, VII und Vni kann er es nur verlieren, weun er die 
minder werthigste Kai'te erhält, also in einem Falle, während 
er in drei Fällen sein Amt innebehält; dies giebt ihm jedes- 
mal die Hoffnung |. Nun kann die Möglichkeit I in (/ Fällen 
eintreten, II in 8jf' — 8<7 Fällen, III in ebensovielen Fällen, 
IV in ISj;* — \%g Fällen, Y in 16;?= — \%g^ -\- %1g Fällen, 
VI und VH in ebensovielen PäUen und VIH in ^-^-g^ — 64*/' 
+ -4^?* — 64^ Fällen; die Anzahl aller Fälle ist gleich der 

Anzahl der Quaternionen von 4(? Blätteren, also gleich j 1 

^ -^-ß' — 16^'-!--^-^^ — g. Die nähere Begi'tindung dieser 
Zahlen tiberlaaae ich, um Worte zu sparen, dem Leser, Der 
Bankhalter hat mithin [j + (Sj/* — Sjr] + [18/ — 18(?) 
+ {\^f — 48;/^ + 32(7)] = '6.-?' — 225-^ -f lg Fälle fflr 1 
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und [(8.?' -8g) + 2 {Uf - 48<?= + 32j?) + {-^-g* - 64^> 
+ H^9^ - 64?)] = -^g* - 32?» + ^-<7= - 8y Fälle ftlr | ; 
folglich hat seine Hoffnimg, das Amt zu behalten, den Werth 
240* — 24ff* + 3 ^ ,. ,. . w ,-u 

32g^-48g- + 22ff-3 ' ™^ *^«' «^ - ™^-'™. ^^^^'^'^ 
8g*-24,- + 22g-6^ Hiera.. findet man 
32,9^— 48?^ + 22^- — 3 
m:n = (24?' - 24^/^ + 3) : (8^-^ - 24^= + 22g ^ 6). 

Bemerknng. Fttr ^=9 verhält sich ^:2= 19: 16 nndm:« 
= 15555 : 4080 = 61 : 16, Hat nun der erste Mltäpieler a, 
der zweite b und der diltte c eingesetat, so ist die Hoff- 
nung des Bankhalters gleich (i* — g) ("^ + »] /^ _j_ j ^ ^i 
[p + g]-^^ a-hb + c 
= -^ {a-^-b-h c), wobei der Fehler kleiner ala — ■ — 

bei 15 Spielen ist. Will der Bankhalter das Spiel aufgeben 
und seinen Platz an ii-gend einen Fünften verkaufen, so kann 
er den Preis -^^ (a + 5 + c) beanspruchen; will er aber 
nur mit einem seiner Mitspieler [191] seinen Platz vei'tanschen, 
80 mnss er von demselben -^^ (2 ß -j- S + c), -^y^ (« + 2 6 + c) 
oder ^j- (o; + ö + 2e) erhalten, je nachdem derselbe a, b 
oder c eiugesefat hat. 

Ganz ähnlich lässt aich der Werth des dem Bankhalter ein- 
geräumten VoiTechtea berechnen, wenn noch mehr Spieler theil- 
nehmeu und die ihnen entsprechende Anzahl Häufchen gebildet 
wird»), 

SXI. 
Aufgabe. Das Bassette-Spiel. 

Dieses Spiel ist sehr berüchtigt in Folge der zahllosen 
Streitigkeiten und tragischen Ausgänge, zu welchen es, von 
hier ausgehend, hauptsächlich in Italien und Fi'ankreich, Ver- 
anlassung gegeben hat; deshalb wni'de das Spiel in jenen 
Landen) auch bald verpönt und unter Andi-ohung schwerer 
Sti'afe verboten. In der Zeit, in welcher die Ausilbimg des 
Spieles besonders am französischen Köni^hofe blühte, unter- 
wai'f der französische Mathematiker und Hofmeister des da- 
maligen Dauphin, Joseph Sauveur^), die Gewiunhoffnungen 
der Spieler seiner Berechnung; die berechneten Gewinnhoff- 
unugen veröffentlichte er dann, in Tafeln kurz zusammengestellt, 
in dem Pariser »Journal des Scavansa im Febniar 1679. 



y Google 



Wahrscheiulichkeitsreehmiiig (Ars conjeetandi). 53 

Aus dieser Zeitschrift geben wir claajenige über die Natur 
dieses Spieles und seine Gesetze wieder, was zur Prtlfnag der 
Tafeln und zur Anflinclung des von dem Verfasser nicht mit- 
getheilten Eechnunga verfahren a zn wissen nötliig ist. 

Nachdem der Spieler, welcher das Amt des Bankhalters 
versieht, ein vollstän^ges Kartenspiel genommen und gemischt 
hat, legen die fihrigen Spieler vor sich auf den Tisch je ein 
Kartenhlatt von beliebigem Werthe, welches jeder aus irgend 
welchem anderen Kartenspiele genommen hat, und belegen 
dasselbe mit einer Geldsumme von willkürlicher Höhe. Darauf 
dreht der Bankhalter sein ganzes Kai'tenspiel um, sodass die 
unterste Karte offen obenauf zu liegen kommt. Mit diesem 
Kartenblatte be^nneud, hebt er der Reihe nach jedesmal zwei 
Blätter ab und setat dies so lange foi-t, als Karten noch vor- 
handen sind; dabei wird von jedem Paare die obere Karte 
KU Gunsten des Bankhalters und die untere Karte zu Gunsten 
der Spieltheilnehmer gezählt. Ist z, B, die obere Karte ein 
König, so streicht der Bankhalter alle Einsätze ein, welche auf 
Könige gemacht sind; ist dagegen die untere Karte ein König, 
so muss der Bankhalter so viel an die betreffenden Mitspieler 
auszahlen, als von ihnen auf Könige gesetzt worden war. 
[192] Bis hierher hat noch Keiner vor irgend einem Andern 
einen Vortheil voraus. Es gelten aber ausserdem noch die fol- 
genden Spielregeln. 

1. Haben die beiden Blätter eines Paares den gleichen 
Wei-th — welche man dann doublets nennt und welche wir 
ein Zwillingspaar (gemella) nennen wollen — , so soll, 
statt daas sich Gewinn und Verlust aufheben, wie es nach 
den obigen Regeln der Fall sein würde, der Bankhalter allein 
gewinnen und also die Einsätze, welche auf Kartenblätter des- 
selben Werthes gemacht waren, einstreichen dtirfen. 

2. Jeder Spieler darf auch mitten im Spiele sieh um 
einen beliebigen Preis irgend eine Karte neu kaufen. Dann 
können unter den tlbrigen Kai'ten des Bankhalters noch 1, 2, 
3 oder alle 4 Karten sein, welche denselben Werth haben 
wie die neu hiuzugekanfte Kai-te des Mitspielers: jedem dieser 
Fälle entspricht aber eine andere Gewinnhoffnung. Das 
Kai^teupaar, dessen obere Kai-te ftir alle Mitspieler offen liegt, 
kommt in Bezug auf die in diesem Ai^enblieke neuerworbene 
l^arte eines Mitspielers nicht in Betracht; und zwar erwirbt 
diese Karte, wenn sie mit der unteren Karate des Paares 
gleichen Werth hat, ihrem Besitzer als verfrüht [praecox, 
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trop jeune) nicht mir niclita, sondern sie zwingt ihn, sich 
eine neue Karte auszuwählen. Hat aher die obere Karte des 
aäcbäten Paares gleichen Werth mit der neuerworbenen Kaiie 
eines Mitspielers, so hat sie fflr den Baathalter verminderten 
Werth (c'est une face) und er-wirht ihm nur -f vom Einsätze 



3. Auch das obere Blatt des ersten Paares hat vermin- 
derten Werth, da der Verdacht bestehen kann, dass ea vom 
Bankhalter vorher gesehen worden ist, nnd lässt ihn ebenfalls 
nur f von den betreffenden Einsätzen gewinnen. 

4. Ist, wenn sich der Mitspieler seine Karte kauft, nur 
noch eine Kai'te desselben Werthes vorhanden, so kann kein 
Zwillingspaar, in welchem gerade der Vortheil des Bankhalters 
liegt, vorkommen. Deshalb ist zu seinen Gunsten festgeselat, 
dass in diesem Falle die letzte von allen seinen Kai-ten, welche 
sonst dem Mitspieler Nutzen bringen könnte, nichts gilt. 

Lösung. Nunmehr gehe ich dazu über, die Gewinnhoff- 
nungen des Bankhalters genau zu berechnen. Bezeichnet man 
die Anzahl der noch übrigen Kartenpaare mit n, also die 
Anzahl der Kartenblättev mit 2«, und setzt man den Einsatz 
irgend eines Mitspielers gleich 1 , so muss man zuaälchst be- 
achten, dass von jedem einzelnen Paare entweder kein Blatt- 
oder ein Blatt oder beide Blätter den gleichen Werth haben 
können, welchen die Kaite dieses Mitspielers besitzt. Wenn 
keine Karte des Paares diesen Werth hat, so kann der Bank- 
halter durch dasselbe nichts gewinnen und nichts verlieren. 
Hat nur eine Kai-te diesen Werth, so kann sie ebenso leicht 
an erster wie an zweiter Stelle liegen, [193] und es giebt 
daher ebenaoviele Fälle, in welchen der Bankhalter gewinnt 
und den Einsatz 1 des Mitspielers erhält, als Fälle, in welchen 
er verliert und daher { — 1) erhält. Da sich somit diese Fälle 
gegenseitig aufheben, so vereinfacht sieh die Rechnung sehi' 
erheblich, und es bleiben nur die Fälle zu betrachten übrig, 
in welchen das Kartenpaai- ein Zwillingspaar ist, beide Blätter 
also den betreffenden Werth haben. 

I. Hat der Bankhalter unter seinen 2« Kaiien nui' noch 
eine Karte des streitigen Werthes, so kann von demselben 
kein Zwillingspaar vorkommen. Er hat also in Bezug auf jedes 
folgende Paar, dessen obere Kai-te nicht verminderten Werth 
hat, die Gewinnhoffnung (siehe Taf. 5); ausgenommen da- 
von ist das letate Paar, in welchem hier gerade sein ihm ein- 
geräumter Vortheil liegt. Denn die untere Karte des letzten 
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Paarea, welche den Mitspieler gewinnen lassen könnte, ziVhlt 
für ihn aach der vierten Spielregel nicht mit. In Bezug auf 
alle Paare hat daher der Bankhalter einen Fall mehr für Ge- 
winn als fflr Verlust, und da im Ganzen 2w Fälle fto die 
mögliche Lage der streitigen Kaiie vorhanden aind, so ist 
seine Gewinnhofftinng in Bezng anf alle Paare, wenn sie un- 
verminderten Werth haben, gleich — (s. Taf. 1). Wenn aber 

das nächstfolgende Paar ftlr den Bankhalter verminderten 
Wertli hat, so giebt es anter allen 2« Fällen einen, dni'ch 
welchen er ^ von dem Einsätze seines Mitspielers auf Grund 
der dritten Spielregel verliert, was eine Verminderung seiner 

\ ■ i 1 

Gewinnhofftiung nm — — ^ = — - (s. Taf. 2) bedeutet. Sub- 

trahii't man diesen Werth von — — und von 0, so erhält man 
1 1 ■ 2k 

— und — — , welche Werthe die Gewinnhoifiiungen des Bank- 
halters in Bezng auf das ganze Spiel und in Bezug auf das erste 
Paar angeben (s. Taf. 3 und 6). 

II. Wenn der Bankhalter noch k w c i Karten des strei- 
tigen Werthes hat, so sind ffir ihre L^e so viele Möglich- 
keiten vorhanden, als es Binionen von 2n Blättern giebt, 

2n(2ii — 1) 
nämlich — — ■ "- ■ ■■ • Unter diesen Fällen befindet sich ein 



i welchem die beiden Karten des s 
mit einander combinirt sind- Es giebt also in Bezug anf jedes 
vollwerthige Kartenpaar , welchea der Bankhalter noch hat, 
einen Fall und in Bezug auf alle n Paare, wenn sie vollwerthig 
sind, }i Fälle, in welchen der Bankhalter dni'ch das Zwillings- 
paar gewinnt. In Bezug auf das erate Paar, wenn es vollen 
Wei-th hat, ist mithin die Gewinnhoffnung des Bankhalters 

gleich - — TT TT = -X— ^ und in Bezug auf n voll- 
werthige Paare gleich ^— ^ = - — — — (s. Taf. 5 und 1). 

Ist die eine Karte des streitigen Werthes die obere Karf« des 
ersten Paares und deshalb also nach der dritten Spielregel 
von geringerem Werthe , so erhält' man, da die zweite Kai-te 
[194] an jeder der 2«— 1 übrigen Stollen — gleiohgflitig 
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an welcher Stelle — liegen kann, ebensoviele Fälle, in welclien 
der Bankhalter den dritten Theil des Binsatzea seines Mit- 
spielers einbflast, nnd folglich vermindert sich aeine GewLnn- 

i. Taf. 2). Subtrahirt man 



bleibt 



hoffnimg um 


(2„- 
2»(2». 


111. 



seine öewinnhoffnnug in dem ganzen Spiele ^— ^ — ~ übrig 

nnd für seine Hoffnung mit dem ersten Paare zu gewinnen 
— ^K_-|-J. ^^^ g ^^ 
6tr — 3k * ' 

in. Sind noch drei Karten des streitigen Worthcs vor- 
handen, so giebt ea für ihi'e Lage ebensoviele Fälle, als es 

2}i l2n l) (2w 2) 

Ternlonen von 2 w Blättern giebt, also -~~ '- — -■ 

Aus diesen Fällen suche ich diejenigen heraus, in welchen der 
Bankhalter dni'eh ein Zwillii^paar gewinnt, Haben die beiden 
Blätter des ersten von m noch übrigen Paaren den sti'eit^en 
Werth, so kaain das gleiohwei-thige dritte Blatt an jedem der 
übrigen 2m — 2 Plätze liegen, und es giebt mithin ebenso- 
viele zi^ehörige Fälle ; setzt man nnn für m ■ nacheinander die 
Zahlen 1, 2, 3, . . ., n, so erhält man 0, 2, 4, . . ., 2« — 2 
zngehöiige Fälle. Folglich giebt es in Bezug auf alle n Paare 

-l- 2 -1- 4 H [-{2n — 2) = n{n— 1) FäUe, in welchen 

der Bankhalter durch ein Zwillingspaai' gewinnt und das 
Spiel beendigt. Daher ist seine Gewinnhoffnung in Bezug 
auf das erste Paar, wenn es voUwerthig ist, gleich 

und in Bezug auf n voll- 



2«(2« — 1] (2?i ^ 2] 2w^ 

werthiee Paare gleich -, ■ rr;:^ ; ^ - - 

^ ^ 2m (2k — 1) {2n~ 2) in — 2 

6 
(a. Taf. 5 n. 1). Wenn aber eine der drei Kai-ten die obere 
Karte des ersten Paares ist und deshalb nach der dritten 
Spielregel verminderten Werth hat, so können die beiden 
andeni Blätter soviele verschiedene Lagen einnehmen, als 
die übrigen 2 m — 1 Blätter Binionen zidassen, . nämlich 
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; in ebensovielen Fällen erniedrigt sich der 

Gewinn des Bankhalters um den dritten Theil, und folglich 
(-2«-l)(2»-2) 1 



= — — (a. Taf. 2). Subtrahirt man diesen Werth von -— 

und ■-— ^ , ao bleibt für seine Gewinnlioffiiiingen in Bezug 

auf daa ganze Spiel und In Bezug auf das erste Paar allein 
Ai^i- und ".^^ "t ^ flbrig (3. Taf 3 n. 6), 

[195] IV. Wenn sich uoch alle vier Karten dea strei- 
tigen WerfJies uuter den Karten des Bankhaltera befinden, so 
glebt es für ihre Lage ebensoviele Möglichkeiten, als Qua- 
ternioneu aus allen 2^2 Karten sieh bilden lassen, also 
2^(2«— 1) (2« — 2) (2m — 3) ^^ . ,, 

■ ■ ■ ' ■ — — ' ' - ■ — -■ Kommen nun zwei dieser 

Blätter in demselben Paare vor, welches das erste von m nooli 
übrigen sein mag, so können die übrigen beiden gleiohwerthigen 
Blatter ao oft ihre Plätze unter den (Ihrigen 2 m — 2 Karten 
wechseln, als diese Binionen zulassen; [196] ea ergeben aich 

also für das betrachtete Zwillingapaai' - ^ -■ zu- 
gehörige Fälle. Setzt man nun für m nacheinander die Zahlen 

/o»; 2]l2ti 31 

1,2, 3, ...,», so erhält man 0, 1,6, 15,28,...' '^ '- 

Fälle, und es giebt daher im Ganzen 0-|-l + 6-|-15-|-28 + ''- 
-) 
- riUe in welchen der Bankhalter durch 



(2n-i](2„-i) , 



e u Zw illiDgapaai gewinnt Die Summe der vorstehenden 
Rehe welche jetzt zu lilden ist, kann auf verschiedene 
Weisen gefunden weiden 

i) Die zweiten Diffeienzen der Glieder der Keihe sind 
emandei gleich und folglich ist sii eine den figurii-ten Zahlen- 
iLihen Ihnlieh gebaute Peihe 'rtic derai-tige Reihen aber zu 
summuen sind habe ich im Eul( des Capitela lU im zweiten 
Thtile (Seik 100) gezeigt 
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b) Da die Zahlen der obigeu Reihe offenbar mit der Eeihe 
der Dreieoliszahlen übereinstimmen, nachdem mau in der letz- 
teren eine am die andere Zahl ge- 
stiicLen hat, so zerlegt man dieae 
Reihe A, welche mit zwei Nullen 
beginnt, in zwei andere Reihen S 
und C, von denen die eratere alle 
an ungerader Stelle stehenden 
Dreieckazahlen enthält und mit der 
obigen Eeihe tibereinstimmt, wäh- 
rend die letztere Reihe alle an ge- 
rader Stelle stehenden Dreiecka- 
zahlen umfasst. Die Reihe C wird 
dann nochmals in zwei Reihen 
zerlegt, nämlich in eine Eeihe B 
und in die Eeihe Z>. Nimmt man 
nun aus den Reihen 5, 0, D die ersten n Glieder nnd aus der 
Reihet die ersten 2n Glieder und bezeichnet man deren Summen 
mit den beü'effenden Buchstaben, so folgt A = B-i- = 2B 
-\- D; also ist B ^ ^ {A — D). Nun ist (nach Kap. III des 



A 


B 


C 


D 














1 


6 

15 


10 
21 


4 



10 


28 


3e 


« 


15 
21 








^8 








aü 









zweiten 



I und ü = 71 [n — 1), folglich ist 



cj Das allgemeine Glied der Reihe . 
(2«i-2)(2».-3)_4».(m-l) 



i n Glieder ist also gleich der vierfachen 
^— vermindert um die dreifache Summe 



Summe aller Zahlen - 

aller Zahlen (m — 1), wobei ftir m nacheinander die Zahlen 1, 2, 
3, ... K zu setzen sind. Nach Kap. III des aweiten Theiles 



ist [197] die erste Summe gleich 1 



und die zweite 



Folglich ist B gleich 1 I 



Es giebt also in Bezug auf das erste Paar- ^ -^ 

Fälle und in Bezug auf alle n Paare, wenn sie voUwerthig 
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sind, Fälle, in welühen der Bauklialtcr 

durah ein Zwillingspaar gewinnt; dieseu beiden Fällen ent- 
sprechend habea seine Gewinnhoffmingen die Weiche: 



( 2«-2}(2w^3) 



l)(2 n-2]{2n~'i) 



2n(2n—i){2n — %){2n—^) (2!j-l)(2ra-3) 



[3. Taf. 5 u. 1). Wenn aber eine Karte des streitigen Werthes 
die obere Karte des ersten Paares ist und dadiireh fflr den Bank- 
halter naeh der dritten Spielregel vermindei-ten Werth hat, so 
können die tlbrigen drei Blätter so oft verschiedene Plätze ein- 
nehmen, als sieh Teraionen aus 2n — 1 Blättern bilden lassen. 
, (2»-l)(2„-2)(2,.-3) . 



Folglich giebt es - 



^ Fälle, 



I welchen 



der Bankhalter nur | vom Einsätze seines Mitspielers erhält, 
\md folglieh erfährt seine Gewinnhoffnnng eine Verminderimg 
(2« — 1)(2» — 2) (2« — 3) 1 

= -^ is. Tafel. 2). 



""* 2»{2i,- lj(2m-2](2« - 3} 

24 
Snbtrahut man diesen Werth von deu beiden vorher gefun- 
denen Hoffnungen, so erhält man für die Gewinnhoffnungen 
des Binkhalteii m Bezug auf das ganze Spiel und in Bezug 
mt das eiste Piii die Werthe: 

4»^ + w— 6 — 4^^-^ 20 
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Tafeln für den Bankhalter. [Auf S. [195] dos Originals.] 

Die Anzahl der Blätter doa abseitigen Werttes unter den 
aoeh übrigen 2n Karten ist 



1, Gewinnhoffnung in Bezug a,nf alle Pa 
als vollwertHg gewählt werden: 



2, Kann das erste Paar verminderten Werth haben, so 
erniedrigt sich die Gewinnliotfnuug um: 



3. GewinnhotTnung im ganzen Spiele, wenn das erste Paar 
mindei'werthig sein kann: 

L » +1 ?i+l 4w^ + »-6 ■ , 

4. Gewinnhoffnimg im ganzen Spiele, wenn das erate Paar 
nicht bertlcksichl^t wird:*) 



6«— 3 6?iä-9«+3 4!i'— 12!i^+llw-3 12«^— 36reä+33M-9 ' 

5. Gewinnhoffnung in Bezug auf das erste Paar, wenn es 
als vollwerthig gezählt wird, ohne Rücksicht anf die folgen- 
den Paare: 



6. Gewlnnhotfnung in Bezug auf das erste Paai', wenn es 
minderwerthig sein kann, ohne Eilcksicht auf die folgenden 
Paare; 



*) Diea ist der Fall, wenn ein Mitspieler wiihruud des Spieles 
1 Blatt neu liauft (2t6 Spielregel). H. 
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So liaben wir von den aeclia Tafeln, welche der fran- 
zösische Verfasser gegeben hat, bereits fünf aufgestellt, und 
es bleibt nur noch die vierte Tafel zu begründen, welche 
den Vortheil des Bankhalters ftii- den Fall angiebt, daaa 
sein erstes Kartenpaar, da er dessen oberes Blatt achon ge- 
sehen hat*), nicht berfleksichtigt wird. Diese yiei-te Tafel 
lässt sich aber mit Hülfe dessen, was in den vorhergehenden 
vier Abschnitten gezeigt worden ist, leicht aufstellen, nur miias 
man dabei die folgenden zwei Punkte beachten: 

1) Dra untere Blatt des ersten Paares hat entweder den 
streit^en Werth oder nicht. Im ersteren Falle kann der 
Bankhalter weder Vortheil noch Sehaden haben, da nach der 
zweiten Spieh-egel dieses Blatt als verfrtlhtes das Spiel be- 
endet. [198] Im letzteren Falle dagegen bleibt für den Bank- 
halter die Zahl von Fällen, deu Einsatz ganz oder zn ^ zu 
erhalten, übrig, welche er gehabt hätte, weun das erste Paar 
überhaupt nicht vorhanden gewesen wäre und er statt n nm- 
n — 1 Paare gehabt hätte. 

2. Nachdem das obere Blatt des ersten Paares gesehen 
worden ist, bleiben nur noch 2n — 1 Karten übrig, sodass 
die Anzahl aller Fälle mit der Anzahl der Combinationen 
von 2ra — 1 Dingen, nicht von 2w Dingen übereinstimmt. 

Beachtet man diese beiden Punkte, so erkennt man leicht 
die Berechtigung des folgenden Verfahrens. Man schreibt 
aus den vorhergehenden Abschnitten I bis IV die Brüche der 
ersten und zM'eiten Tafel heraus, wie sie vor ilu-er Eeduction 
lauteteu : 



'litspieler während des Spieles 
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Dann eraetzt man in allen Zahlern n durcli n — 1 und in 
allen Nennern In dureh In — i und erhält; 

2«—!' /2m— if' i%n—\\ ' j2?i — ].\ 




Snbtrahirt man nun die Werthe nntei (2] von denen unter (1), 
90 erhält man, nachdem man noch die uöthigen Eeductionen 
ausgeführt hat, die Werthe der obigen Tafel (4). 

[199] Vergleicht man nun die Tafeln des Henm Sauveur 
mit dea nnserigen, so wird man finden, dasa jene an nicht 
wenigen Stellen der Verbesserung bedürfen. Was dort aber 
über das Verhältniss gesagt wird, in welchem der Vortheil 
dea Bankhalters mit der zu- oder abnehmenden Kartenzahl 
zu- oder abnimmt, iat auf den ersten Blick ans den vor- 
stehenden Tafeln zu ersehen, und deslialb braucht darüber kein 
Wort verloren zu werden. 

XXII. 

Aufgabe. In irgend einem Glücks- oder Würfel- 
spiele sei die Anzahl alter Fälle «, die Anzahl ge- 
wisser Fälle unter ihnen b und die Anzahl aller 
übrigen Fälle a — h = c. Titina kauft sich von Cajus 
jedes einzelne Spiel oder jeden einzelnen Wurf um 
einen Pfennig, Tritt einer der b Fälle ein, ao erhält 
er seinerseits von Cajus m Pfennige; er erhält da- 
gegen nichts, wenn sich einer der c Fälle ereignet. 
Wenn aber w-mal hintereinander einer der c Fälle 
eintritt, ao erhält Titius von Cajus seine n Pfennige 
zurück. Welche Gewinnhoffntingen haben Titius und 
C aj ns ? 

Löanng. Diese anscheinend ziemlich verwickelte Aufgabe 
bietet keine besondere Schwierigkeiten dar, wenn sie richtig 
augegi'iffen wird"*). Ich fange von rtlckwäi-ts an, indem ich an- 
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nehme, daaa Titiuä bereits n — 1 Pfennige verbrancht, d. h. 
sctüii (?i — l)-mal einen der e FsUle erlangt hat irntT jetzt im 
Begriffe ist, den «*«" Wurf zu tbun. Dann kann entweder 
einer der h Fälle oder nochmals einer der c Fälle eintreten, 
Titius kana also entweder von Cajus m Mttnzen erhalten, von 
welchen er n an ihn bezahlt hatte, [300] sodass er m — n 
Pfennige gewinnt, oder seine n Pfennige zui-flck erhalten, 
sodass er weder Gewinn noch Verhist hat. Folglich hat Titius 

die Gewi nni Öffnung /;,j_i = ■ — ■ — — — = (m — m)— ■ 

Nun nehme ich an, dass Titius (^^ — 2)-mal einen der c 
Fälle eilangt hat und im Begriffe ist, den [n — 1)**" Wurf zu 
thun Erhält ei (wenn er einen der h Fälle wii-ft) von Cajus 
m Pfennige, so beti'ägt sein Gewinn m — n-^\ Pfenn^e, da 
er n — 1 Pfennige an Cajus gezahlt hatte. Wii-ft Titius aber 
wieder einen dei c Fälle, so kommt er zu der eben berech- 
neten Gewinnhoffnung der vorigen Annahme. Daher ist jetzt 
seine Gewinnhoffnuug 

*"-'= ; = ? 

Ferner nehme ich an, dass Titiua {n — 3)-mal einen der 
c FäUe eiTcicbt hat und jetzt den [n — 2)'™ Wurf thun will. 
Bann hat er 5 Fälle, m Pfennige zu erhalten, also m — jj + 2 
Pfennige zu gewinnen, und c Fälle, die vorige Gewinnboffuuug 
zu bekommen. Folglich ist seine Gewinnhoffnimg 

Ist (m — 4J-mal einer der c Fälle eingetreten, so crgiebt 
sich die Gewinnhoffnung Ä«_4, welche Titius für den näch- 
sten Wuff hat, in gleicher Weise: 

^ [m-n^%]an^[m-n^1]a^clM m- n-V\)a<i^hMm-n)c ^l _ 

So könnte ich fortfahi'en, die Gewinuhoffnimgen des Titius 
zu berechnen, wenn [n — 5)-, [n — 6)-, .... mal einer der 
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<; Fälle vou ilim erlangt iat. Diea ist aber nicht nüthig, da 
aus den vorstehenden Werthen das Bildnngsgeaete der öe- 
winnhoffnnngen leicht zu erkennen ist. [201] Es ergiebt sich 
fttr die Gewinuhoffuung des Titins bei Beginn des Spieles 
der Werth: 
(m- 1) c("-H+{m-2] Q"-^c^^+(m-3)a"-Vi+- ■ ■+(m-??,)c"-V' 



^-i^i- 



-![■ 






D A d n 1 bt d C winnh fiu n^ 1 Tit us und 

d \ lu tb f ht nft 1 C 1 au w nn d te Theil 

kl n 1 d f t nnd m 1 h t d A 1 tb f rchtung 
d T ti n 1 Q mnt ffn ng 1 C i w nn d zweite 
Tb ü gl al d t t S II n T t u nd Oajna nun 

IkEffg hlu m n nl bestimmt 

d d l 1 Th 1 nand gl h w 1 s muss 

I 



woraus, ^ven^ n gegeben ist, folgt: 



Ist aber m gegeben, so folgert man aus der letzten Gleieliung: 

[202] (o"-o»):o"=S»;(<.-Jm) 

oder tt" : <:.■" = (a — hm + In] : [a — bm). 

Folgliek ist: 

iog(ß — hm + hn) — logia — hm) 

~ logß — logc ' 



und speoiell fiir 5 ;= 1 : 



m + ?i) — lo g(« — « 
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Man kann den Wertb vou n mit Hfllfe der logarith- 
misohen Linie aiif folgende Weise leicht graphisch lieatimmen. 
In einem willkflrlioli gewählten Pnnkte A irgend einer logarith- 
misohen Cui've FADE zieht man die Ordinate AC nnd. 
theilt aie in einem Punkte B so, daas sich AB: BC =^h:c 
verhält. Ferner bestimmt man den Punkt Jf aiif AC m, (lasa 
sich AM : AB = mb -.h verhält, und wählt dann AB als 




Fig. 1, 



Längeneinheit. Durch die Punkte B und M zieht man darauf 
Parallelen zur Axe G CH^ welche die Curve in den Punkten 
D und E aehneiden. Zu der Verbindungsgeraden AD zieht 
man eine Parallele durch den Punkt E, welche die Curve in 
dem Punkte F schneidet. Die Ordinate FH wh'd dann vou 
der Linie EM in dem Punkte N ao geschnitten, dasa FN 
gleich n Längeneinheiten iat. 

Zahlenbeispiel. Titius will mit 2 Worfeln den Seohser- 
paseh werfen. Es ist also a = 36, 5=1, c = 35. Ftir 
m und n aind die Zahlen [203] m ^ 6, « =^ 20 gegeben. 
Es ergebt sich mit Hülfe der obigen Formel, daas Titius die 
Gewinnhoffnung 2,5842 — 4,1192 = — 1,5350 hat; er kann 
also nur mit der Beftlrchtung zu verlieren das Spiel heginnen 
und thut besser, aich gleich vor Beginn deaaelben mit 1^ Pfennig 

Ostwaia-a Klassiker. Iü8, 5 
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von seiner Spiel Verpflichtung loaznliaufen. Soll die Hoffnung 
beider Spieler annähernd gleich sein, so findet man, wenn man 
den Werth « = 20 beibehält, fflr m den Werth 9-||^^, nnd, 
wenn man den Werth »* ^ 6 beibehält, fUi' n einen zwischen 
11 und 12 gelegenen Werth. 

Ich bemerke im Allgemeinen an einem derartigen Glticks- 
spiele noch Folgendes: 

1. Wenn bei fest gegebenen Werthen von u, ö, c, m dem 
Buchstaben n nacheinander die Werthe 1, 2, 3, 4, . . . bei- 
gelegt werden, so wächst die Gewinnhoffniing des Titius zuerst 
fortwährend (sehen für m = 1 ist sie grösser als die Hofftiung 
des Ctyus). 

2. Tiiins hat die günstigsten Annahmen für n =^m — 1 
und n ^ m, welche beide denselben Werth für seine Gewinn- 
hoffnung ergeben. 

3. Wächst n noch weiter, über m hinaus, so nimmt der 
Werth der Gewinnhoffnung des Titius fortwähi'end ab, bis sie 
schliesslich in Verlustbefllrchtung tibergeht, während die Hoff- 
nung des Cajua zunimmt. 

4. Die Gewinaihoffnung oder Verlustbefürchtui^, welche 
Titius hat, wenn n ausserordentUch gi'oss wird, verhiUt sieh 
zu derjenigen, welche er bei einem einzigen Wurfe hat (bei 
welchem anf die Bedingung, d^s Titiua seine n Mtinaen zurück- 
erhält, wenn er in n aufeinander folgenden Würfen keinen 
der h Fälle erzielt, keine Eflcksieht genommen wird], wie a : b. 
Denn die letztere Hoffnung ist (nach Satz III, Zusatz 6 im 
ersten Theile) gleich ^(»^ . - '^ + '^'~ '' = ^^^; [304] 
die eratere GewinnhoiFnung ist naeh der obigen Formel aber 
gleich T— ■ Beide Werthe stellen dem Titius Gewinn 

oder Verlust, dem Cajus also umgekehrt Verlust oder Gewinn 
in Aussicht, je nachdem hm grösser oder kleiner als a ist. 



XSIII. 

Aufgabe. Das Spiel mit blinden Wllrfeln, 

Blinde Wiirfel nennt man die -lechs, bei unseren Jahr- 

marktsgauklein häufig zu findenden Würfel, welche zwar die 

Gestalt gewöhnliehBr Würfel, aber auf fünf Seitenflächen 

keine Augen haben Auf der sechsten Seitenfläche trägt der 
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erste Wtirfel ein Auge, der zweite zwei Augen, . . ., der siichstc 
sechs Augen, sodass die Summe aller Augen auf den sechs 
Wiii-feln gleich 21 ist. Solche Würfel l^en jeue Schwindler, 
welche die Jahrmarktsheauoher prellen wollen, zuaammen mit 
einer Liste auf, in welcher die für alle Äi^enzahl'en von \ 
hia 21 zu gewinnenden Geldpreise verzeichnet sind, wie dies 
a. B. anoh die weiter unten folgende Tafel zeigt. Wer nun 
sein ßlflek versuchen will, zahlt dem Gaukler einen Pfennig 
nnd wirft dann jene sechs Wtirfel auf das Spielbrett; wirft 
er eine bestimmte Anzahl Angen, so erhält er den ausgesetzten 
Preis, wirft er aber kein Äuge, SO ist sein Einsatz verloren. 
Lösung. Will man die Hoffnungen der Spieler berechnen, 
30 hat man Folgendes zn beachten. 

1. Die Zahl aller Fälle bei sechs derai'tigen Wtü'feln ist 
genau so gi'oss wie bei gewöhnlichen Wtlifeln, also gleich 
(erster Theil, S. 21] 6« = 46656. 

2. Die Anzahl aller Fälle, in welchen kein Ange fällt, 
ist gleich 5'^ t= 15 625; denn da auf jedem Wtirfel fünf blinde 
Seitenflächen sind, so kann jede dieser fünf Flächen des 
ersten Würfels mit jeder der fünf bünden Flächen des zweiten 
Würfels combinirt werden und jede dieser Combinationen 
wiedemm mit jeder der fünf blinden Flächen des dritten Würfels, 
und ao foi-t, [205] sodass die Zahl der vorhergehenden Fälle 
durch den Hinzutritt eines neuen Würfels verfünffacht wird. 

3. Jede mögliche Angenzalil mrd entweder von einem 
oder von zwei oder von noch mehr Würfeln erzengt. Wenn 
ein Würfel ^e Zahl liefert, so zeigen die andern fünf Würfel 
blinde Seitenfläohen, nnd folglich sind hier 5= = 3125 Fälle 
möglich. Wbd die Augenzahl von 2, 3, 4, 5, 6 Würfeln er- 
zeugt, so ergeben sieh in gleicher Weise für die Anzahl, in 
welchen dies geschieht, bez. die Zahlen 5' ^ 625, 5" = 125, 
5* = 25, 5^ = 5, b" = 1. 

4. Dieselbe Augenzahl kann im Allgemeinen nicht nur 
von mehr oder weniger Würfeln, sondern bisweilen auch von 
derselben Anzahl Würfel auf mehrfache Webe her voi^eb rächt 
werden. So können 1 2 Augen auf drei Arten von drei Würfeln 
(1 + 5-1-6, 2 4-4 + 6, 3 + 4 + 5) und auf zwei Arten von vier 
Würfehi (1 + 2 + 3 + 6, 1+2 + 4 + 5) ei-zeugt werden. 

Damit nnn keine der Arten, auf welche eine der Zahlen 
bis 21 erzeugt werden kann, übersehen wird, bedient man 
sich annähernd des gleichen Verfahrens, welchea oben bei Auf- 
gabe XVII augegeben worden ist. Man schreibt der Reihe 
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nach die Za,hleii liis 21 au deo liuken Eaud ebenso vi der 
Zeilen, bildet dann die CombinalioiieE ohne Wiederholnng der 
sechs Zahlen 1 bis 6 zu allen Exponenten 1 bis 6 und ver- 
bindet in jeder dieser Combmalionen die einzelnen Zahlen dnrch 
Pluaaeiehfen. Schliesslich ordnet man diese Combinationen in 
die 22 Zeilen so, dass ihre Summen mit der Zahl der Zeile 
am linken Rande (Ibereinstinunen. Darauf kann man leicht 
die Anzahl der Fälle, ■welche jeder Anzahl Augen entspricht, 
bestimmen, indem man die den einzelnen zugehörigen Er- 
zeugnisarten entsprechenden Zahlen von Fällen summirt. So 
z. B. erhält man ftü- die Zahl 12 im Ganzen 425 Fälle; denn 
da sie auf drei Arten von 3 Würfeln erzeugt werden kann 
und jeder Art 125 Fälle entsprechen, so erhält man zunächst 
3 ■ 125 = 375 Fälle, und da sie auf zwei Ai-ten von 4 Würfeln 
gebildet werden kann und jeder Art 25 Fälle entsprechen, so 
kommen noch 2 - 25 = 50 Fälle hinzu, was insgesammt 425 
Fälle ergiebt. Verfahrt man nun fflr alle Zahlen von bis 21 
in gleicher Weise und addirt man dann alle so erhaltenen 
Fälle, 80 mnsa, wenn keine Art flberschen und richtig ver- 
fahren ist, ihre Summe gleich 46 656 sein. [206] 
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[207] Nachdem mau diese Tafel aufgestellt hat, bleibt 
iiiohta weiter zu thnu fllii-^, als die Zahlen der Fälle in deu 
zngöhörigeu Geldpreis zu mnltiplich'en und die Summe der 
Produote durch 46656 zu dividiren, um die Hoffiiimg des 
Spielers zu hereehnen, für welche man so den Werth |f|§-§- 
erhält. Der Spieler hätte also nur den ||HI'™ Theil eines 
Pfennigs einzuselaeu, wenu er dieselben Gewinnaussiehten wie 
der Unternehmer haben sollte; da er aber einen ganzen Pfennig 
eingesetzt hat, ao bemiast die Differenz nämlich -^^^^ seine 
Verluatbefarchtung und die Gewinuhoffnung des Unteniehmera. 



[208] XXIV. 

Aufgabe. Bei dem gleichen Spiele, wie in der 
vorigen Aufgabe, einigt sich der Unternehmer mit 
dem Spieler dahin, dass dieser seine eingesetzten 
Pfennige zurflckerhält, wenn er fünfmal hinter ein- 
ander kein Äuge wirft. Welche Hoffnungen haben 
jetzt Beide? 

Lösung. Ich sah einst auf einem Jahrmarkte einen Gaukler, 
welcher den Umatehenden, um sie anzulocken, noch die ge- 
nannte Yergtlnstigui^ anliot und mich dadui'ch veraulaaste, 
Aber die oben behandelte Aufgabe XXU nachzudenken. Da 
deren Löaung ganz al^emein g^eben worden ist, ao bleibt 
mir hier nur noch tibrig, in derselben au Stelle der Buch- 
staben die betreffenden Zahlen zu aetzen. Wie aus der vorigen 
Aufgabe klai' iat, haben hiev die Buchstaben a, b, c imd n 
der Aufgabe XXII die Werthe: 

a = 46G56, fi = 31031, c= 15625, 9i = i>. 

Da die Ajizahl der Münzen, welche der Spi«'»!" in ^'en ein- 
zelnen FäUen gewinnt, verachieden ist, so muaa man für m 
seinen zu ei-wartenden Gewinn aetzen, welcher gleich den 
arithmetischen Mitteln aus sämmtlichen einzelneu GeMinnen 
ist, also 



In der That geben 31031 Fälle für ffg^f und 15(i25 Falle 
ftlr dem Spieler die gleiche Hoflhung ffl^^, welche bei 
der vorigen Aufgabe sich fflr ihn ergeben liatte. 
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[309] Setzt man diese Zahle uwerthe iu die erste Formel 
auf Seite 64 ein, ao findet man*) ftir die Geivinuhoffnung des 
Spielers: — 0,31520 + 0,02239 = —0,29281. 

Da mm die Verlustbefilrclituiig des Spielers in der vongen 
Aufgabe gleich -^^V = 0,20964 gefunden wnrde, also fast 
nur zwei Drittel der jetzt gefundenen 0,29281 beti'ägt, ao ist 
klar eraiehtlich, dasa die Bedingung der Zui'flekgabe des Ein- 
satzes an den Spieler, welche der alte geriebene Gauner 
aoheinhai zn dessen Gunsten hinaugefOgt hat, nm- zu dessen 
grösserem Hachtheile ist. leh bemerke noch, dasa der Gaukler, 
selbst wenn er schon nach zwei erfolglosen Würfen den ganzen 
Eii^atz ziu'tiekzugeben sieh vei-pflichtete, noch grössere Gewinn- 
hoffming haben würde, als wenn er iliesc Bedingung gar nicht 



Die von BernoulU auaflihrlieh mitgetheiite Eechnang ist wegen 
n geringen Interesses, welches sie darbietet, unterdrückt 
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Vieitev Tlieii. 

Anwendung der vorhergehenden Lehre auf bürgerliche, 
sittliche und wirthsohaftliohe Verhältnisse. 



Kapitel I. 

Einleitende Bemerliuiigeii über öewisslieit, Walirscliein 
liehkeit, NothweudigEeit uud Zn^lligkeit der Dinge. 

Die öewisaheit ii'geud eines Dinges läast sich eutwedei' 
objectiv, d. h. an sich bekaeliteii und bezeichnet in diesem 
Falle nichts anderes als das wirkliehe gegenwäi'tige oder zii- 
liönftige Vorhandensein jenes Dinges, oder subjectiv, d. h. 
in Bezug auf uns und besteht dann in dem Maasae unserer 
Ei-lienntniss hinsichtlich dieser Wirklichteit. 

Alles, wiß unter der Sonne existirt oder entsteht, (las 
Vergangene, das Gegenwärtige und das Zukünftige hat an 
sich die höchste Gewissheit. Hinsichtlich der gegenwärtigen 
und vei^angenen Dinge ist diese Behauptung von selbst ein- 
leuchtend, da eben jene Dinge dadurch, dass sie vorhanden 
sind oder gewesen sind, die Möglichkeit, dass sie nieUt exi- 
slircu oder existirt haben,, ausschliessen. Auch hinsichtlich 
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der zukünftigen Diiige ist nicht daran zu zweifeln, [211] (lass 
sie vorhanden aein werüen, wenn' auch nicht mit der unab- 
wendharen Nothwendigkeit n'gend eines Verhängnisses, so doch 
auf Grund götflieher Voraussieht und Vorherhestimmnng. Denn 
wenn das, was zuktinftig ist, nicht sicher sich ereignet, so ist 
aielit einzusehen, waram dem höchsten Schöpfer der unein- 
geschränkte Ruhm der AUmsseuheit und Allmacht ankommen 
sollte. Darüber aber, wie sich diese Gewisaheit des znkitnftigen 
Seins mit der Zufälligkeit nnd der Unabhängigkeit der wii'- 
kenden Ursaehen verü'ägt, mögen andere streiten; wli' ivollen 
hierauf, da dies unserem Ziele fern liegt, nicht eingehen. 

Die in Bezug auf nns betrachtete Gewissheit der Dinge 
ist nicht bei allen die gleiche, sondeni variirt yielfach nach 
oben und nuten. Jeue Dinge, von welchen es uns duroli 
Oifenbai'uug, Ueberlegung, sinnliche Wahi-nehmung, Erfahi'ui^, 
Autopsie oder irgendwie anders gewiss ist, dass wir an ihrer 
gegenwärtigen 'oder zukt5nftigeu Existenz nicht Zweifel haben 
dürfen, besitzen fllr uns die höchste rmd absolute Gewissheit. 
Alle übrigen Dinge erhalten ein, gemäss unserer JErkenntuiss 
unvollkommneres Maass der Gewissheit, welches grösser oder 
kleiner ist, je nachdem mehr oder weniger Wahrscheinlich- 
keiten dafür vorhanden sind, dass irgend ein Ding ist, sein 
■wird oder gewesen ist. 

Die Wahrscheinlichkeit ist nämlich ein Grad der Ge- 
Avissheit und unterscheidet sich von ihr wie ein Theil vom 
Ganzen. Wenn z. B. die volle und absolute Gewissheit, welche 
■wir mit a oder 1 bezeichnen, aus fünf Wahrscheinlichkeiten 
oder Theilen bestehend angenommen wird, von denen drei ftlr 
das gegenwärtige oder zukünftige Eintreten irgend eines Er- 
eignisses und die übrigen beiden dagegen sprechen, so soll 
das Eveigniss ^a oder -1 der Gewissheit besitzen. 

Es wird also von zwei Dingen diajen^e wahrschein- 
licher aein, welches den grösseren Theil der Ge^wissheit be- 
sitzt, wenn auch im gewöhnliehen Sprachgebrauche nur das 
iTirklich wahrscheinlich genannt wird, dessen Wahrschein- 
lichkeit merklich gi'Össer als die Hälfte der Ge-wissheit ist. 
Ich sage: merklieh; denn das Ding, dessen Wahrscheinlich- 
keit annähernd nur der Hälfte der Gewissheit gleich ist, ■wird 
zweifelhaft oder sehwankend genannt. Es ist also das, ■was 
^ der Gewissheit besitzt, wahrscheinlicher als et\vas, was -j^jy 
der Gewissheit ftb: sich hat; keines von beiden ist aber that- 
sächlieh wahrschcLnlich. 
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Möglich ist das, was einen, wenn auct sehr kleinen Theil 
der öewiääheit für aich hat; unmöglich ist dagegen das, was 
keinen oder einen unendlich kleinen Theil der Gewissheit be- 
siiat. Möglich ist also z. B. das, was ^ oder -^ der Ge- 
wisäheit fflr sich hat. 

Moralisch gewiss ist etwas, dessen Wahrscheinlichkeit 
nahezu der vollen Gewisaheit gleichkommt, sod^a ein Unter- 
schied nicht wahrgenommen werden kann. Moralisch un- 
möglich dagegen ist das, was nur so viel Wahrscheinlichkeit 
besitzt, als dem moralisch Gewissen an der vollen Gewissheit 
mangelt. [312] Wenn man also das, was ^^^ der Gewiss- 
heit ftlr sieh hat, als moralisch gewiss betrachtet, so ist das, 
was nur ygig-jj der Ge-wissheit für sich hat, moralisch un- 
möglich. 

Nothwendig ist das, was sein, werden oder gewesen sein 
muss, und zwar ist die Nothwendigkeit entweder eine 
physisch e^ — wie es z, B. nothweudig ist, dassdas Feuer hrennt ; 
dass das Dreieck di'ci Winkel besifat, deren Summe gleich zwei 
Rechten ist; dass eine Mondfinsterniss eintreten muas, wenn 
sich der Mond zur Zeit des Vollmondes in einem Knoten- 
punkte befindet — , oder eine hypothetische, in Folge 
deren jedes Ding, so lange es ist oder gewesen ist oder als 
seiend oder gewesen seiend angenommen wird, esistireö oder 
exisfirt haben muas — in diesem Sinne ist es nothwendig, 
dass Peter, von welchem ich weiss und annehme, daas er 
schreiben wird, auch wirklich schreibt — , oder schliesslich 
eine durch Uebei'einkommen vereinbarte — z. B, musa ein 
Wflrfelapieler, welcher mit einem Würfel sechs Angen ge- 
worfen hat, nothwendiger Weise gewonnen haben, wenn unter 
den Spieltheilnehmern vorher vereinbart worden war, daaa der 
Sieg an einen Wurf von sechs Augen geknflpft sein soll. 

Zufällig (sowohl insofern es von der Willkflr eines mit 
Vernunft begabten Wesens, als auch insofern es von einem 
zufälligen Ereignisse oder vom Schicksal abhängt) ist das, 
was nicht sein, werden oder gewesen sein könnte, wohl- 
verstanden iu Fo^e einer entferaten, nicht der nächsten Mög- 
lichkeit; denn nicht immer schllesst die ZnfilUigkeit die Noth- 
wendigkeit bis au Ursachen von nntei^eordneter Bedeutung ganz 
aus, wie ich an Beispielen erläutern will. Ganz gewiss ist es, 
dass ein Würfel bei gegebener Lage, Geschwindigkeit und 
Entfemni^ vom Wttifelbrette von dem Augenblicke an, in 
welchem er die Hand verlässt, nicht anders fallen kann, als 
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er thatsäcliljcli auch fällt. Ebenso kauii das Wetter bei einer 
bestimmten gegenwärtigen Beschaffenheit der Atmosphäre, bei 
bestimmter Menge, Lagening, Bewegung, Richtung, Geschwin- 
digkeit der Winde, Dünste und Wolken und bestimmten 
mechanischen Gesetzen, nach welchen sich diese sämmtlieh 
untereinander bewegen, morgen nicht anders sein, als es wirk- 
lich sein wird. Diese Wirkungen folgen aus ihren nächsten 
Ursachen nicht weniger nothwendig, als die Erscheimingea der 
Finateraisse aus der Bewegung der Gestirne. Und dennoch 
hält man an der Gewohnheit fest, nur die Finsternisse zu den 
nothwendigen Ereignissen, die Fälle des Würfels und die zu- 
künftige Geataltnng des Wetters aber zu den zufölligen Er- 
eigniaaen zu rechnen. Der Grund hiervon liegt ausschliesslich 
darin, dass das, was zur Beatimmnng späterer Geschehnisse als 
gegeben angenommen wird und in Wirklichkeit auch gegeben 
ist, una noch nicht hinreichend bekannt iat; wäi-e es uns aber 
hinreichend bekannt, so iat das Studium der Mathematäk 
und Phyaik genügend weit ausgebildet, damit wir aua gegebenen 
Ursachen die späteren Wirkungen ebenso berechnen könnten, 
wie wir z. B. aus den bekannten aatronomiachen Gesetzen 
die Finsternisse berechnen und voraussagen können. Bevor 
aber die Astronomie zu solcher Vollliommenheit gelaugt war, 
mrxaste man die Finsternisse deshalb genau so wie die beiden 
andern oben angefllhrten Ereignisae zu den künftig zufilllig ein- 
tretenden zählen. Daraus folgt, dass einem Menschen und zu 
einer bestimmten Zeit etwas als zufällig erscheinen kann, was 
einem andem Menschen [213] (ja sogar auch demselben) zu 
einer andern Zeit, nachdem die Ursachen davon erkannt sind, 
als nothwendig erscheint. Daher häi^ die Zufäll^keit vor- 
nehmlich auch von unserer Erkenntnias ab, insofern als wir 
keinen Grund wahrnehmen können, welcher dagegen spricht, 
dass etwi« nicht ist oder nicht sein wird, trotzdem ea auf 
Grund der nächsten, una aber noch unbekaimten Ui'sache noth- 
j iat oder sein wird. 
Ein Glück oder ein Unglück nennt man ^s Gute oder 
Schlimme, was uns widerfährst, aber nicht jedes beliebige 
Gute oder Schlimme, soutiem nur- daa, waa wahrscheinlicher 
oder mindestens gleich wahrscheinlich uns nicht hätte zu- 
stossen können; das Glück oder Unglück ist daher um so 
gi'össer, je weniger wahrscheinlich es wai-, dass d^ Gute oder 
Schlimme sich ereignen würde. So ist deijenige besonders 
vom Glück begünstigt, welcher beim Graben in der Erde einen 
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Schatz findet, da dies in tausend FäJlen nieht einmat ciiitntt. 
Wenn von zwanzig Fahnenflüchtigen einer, welcher zum ab- 
sehreckenden Beispiele fttr Alle gehängt -werden soll, ans- 
geloost wird, ao köunen die neunzehn ührigen, welchen das 
Schickaal hold gesinnt war, nicht eigentlich glücklich genannt 
werden, sondern nur jener zwanzigste, welchen daa verhäng- 
nissvolle Loos getroffen hat, iat der uj^lHoklichate. Kehrt 
dein Frennd aus einer Schlacht, in welcher nur ein kleiner 
Theil der Kitmpfer fiel, unverletzt zurück, so kannst du ihn 
nicht glltcklich nennen, wenn du ihn nicht vielleicht deswegen 
ao nennen willst, weil er dni'ch daa Glück, welches :" 
Rrhaltnng des Lehens liegt, auag 



Kapitel II. 

Wissen und VcrmutlieL. Vermutlinnj^skunst. Beweis- 

f^riiiidi! für Vermutliuu^eii. Einige allf^emeine hierher- 

gehörige Gniudsätzc. 

Wir sagen von dem, was gewiss und unzweifelhaft ist, 
dass wir es wissen oder kennen, von allem andern aber, 
dass wir es nnr vermuthen oder annehmen. 

Irgend ein Ding vermuthen heisst soviel als seine Wahr- 
acheinliehkejt messen. Deshalb bezeichnen wir als Ver- 
muthnngs- oder Mnthmaassungskunst (ars conjectandi 
aive stochastice) die Kirnst, so genau als möglich die Wahr- 
seheinlichkeiteu der Dinge au meaaen und zwai' za dem Zwecke, 
dass wir bei nnseren TJrthelleii nnd Handlungen stets daa ans- 
wählen nnd befolgen können, waa nns besser, trefflicher, 
sicherer oder rathsamer erscheint. Darin allein beruht die 
ganze Weisheit des Philoaopben nnd die gajize Klugheit des 
Staatsmannes. 

[214] Die Wahrscheinlichkeiten werden' sowohl nach der 
Anzahl als anch nach dem Gewichte der Beweisgründe 
geschätzt, welche auf irgend eine Weise darthun oder auzeigen, 
dass ein Ding iat, sein wird oder gewesen ist. Unter dem 
Gewichte aber verstehen wir die Beweiskraft. 

Die Beweiagrnnde aind entweder innere, schlechthin 
künstliehe, genommen aus den beweisenden Punkten der Ur- 
sache, der Wirkung, des Subjectes, der Verbindung, des An- 
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Zeichens oder eines beliebigen anderen Umstandcs, weleliev 
irgend einen Zusammenhang mit der zu beweisenden Sache zu 
haben scheint, oder äussere und nicht künstliche, hergenom- 
men aus der Autorität wnd den Zeugnissen der Menschen. 
Z. B. Titins wbd unterwegs ermordet aufgefunden, Maevius 
wird des vollbrachten Mordes beschuldigt; die Beweiagi'ünde 
der Anklage sind: 1. Mae-rina hatte bekanntermaassen einen 
Haas auf Titius geworfen [ein Beweisgrund hergenommen von 
der möglichen Ursache, denn dieser Haaa konnte Maevius zu 
dem Morde veranlasst haben); 2. Maevius erbleichte beim 
Verhöre und antwortete ängstlich (ein Beweiagiiind hergenom- 
men von der Wirkung, da das Erbleichen und die Angst durch 
daa Bewusstäcin des veilibten Mordes hervorgemfen sein 
können); 3. im Hause dea Maeviua wurde ein blutiger Dolch 
gefunden (hier liegt ein Anzeichen vor); 4. an demselben Tage, 
an welchem Tifina getödtet wurde, war auch Maevius den 
gleichen Weg gegai^en (hier liegt ein Umstand dea Ortes und 
der Zeit vor); 5. C^ua sagt ans, dass am Tage vor dem 
Morde zwischen Titius und Maevius ein Streit stattgefunden 
hat (dies ist ein Zeugniss). 

. Bevor wir- aber zu unserer eigentlichen Aufgabe, zu zeigen, 
wie man diese Beweiagrflnde für Vermuthungen zur Messung der 
Wahrscheinlichkeiten venvenden mnas, übergehen, sei es una 
gestattet, ein^e allgemeine Regeln oder Axiome hier voraua- 
zuBohicken, welche die bloase Vemimft jedem Mensehen mit ge- 
sundem Veratande dikth't und welche auch im gewöhnlichen Leben 
von den einaichtsvoUeren Menschen immer beobachtet werden. 
1. Bei Dingen, Aber welche man volle Uewissheit 
erlangen kann, sind Vermuthungen unzulässig. Es 
wäre also widerainnig, wenn ein Ästi'onom, welcher weiss, 
dass jährlieh zwei- oder drei Mondfinsternisse einü'eten, von 
irgend einem Vollmonde vermnthen wollte, ob er verfinstert 
sein werde oder nicht, da er ja die Wahrheit dni'ch sichere 
Berechnung ermitteln kann. Ebenso würde der Richter, welcher 
auf seine Pi'age nach dem Verbleibe des gestohlenen Gutes 
von dem Diebe die Antwort erhält, dass er dasselbe an 
Semproniua verkauft habe, thöricht handeln, aus der Geberde 
oder aus dem Tone des Diebes oder aus der Beschaffenheit 
des gestohlenen Gutes oder aus anderen Umständen bei dem 
Diebstahle Vermuthungen über die Wahrscheinlichkeit dieser 
Antwort zn folgern, wenn Semproniua zugegen ist und er von 
ihm alles gewiss und leicht erfahren kann. 
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2, Es genügt nicht nur den einen odev deu anderen 
Beweiagriind zu erwägen, sondern man muaa alle Be- 
weisgründe untersuchen, welche zu unserer Kenntniss 
kommen können [215] und in irgend welcher Beziehung 
dem Beweise der Sache dienlieh zu sein acheinen. 
Z. B. Es fahi'en di'ei Schiffe aus dem Hafen fort; nach einiger 
Zeit wird gemeldet, daaa eines von ihnen durch Schiflbnich 
zu GiTinde gegangen ist, und wir stellen nun Vermuthungen 
an, welches von den dreien es aei. Würden wir nun allein 
die Anzahl der Schiffe in Betracht ziehen, so mflssten wir 
aehliessen, dj^s das Unglück jedem von ihnen gleich leicht 
ziigestossen sein könnte; da wir uns aber erinnern, dass eines 
der drei Schiffe morsch und alt und schlecht mit Segeln und 
Raaen ausgerüstet war, auch einen jungen, unerfahi'enen Steuer- 
mann hatte, so ist ea uns wahrscheinlicher, dass dieses Schiff 
au Grande gegai^eu ist, als eines der beiden anderen. 

3. Man muss nicht nur alle Gründe beachten, 
welche für eine Sache sprechen, sondern auch alle, 
welche gegen dieselbe angeführt werden können, 
damit nach genauer Abwägung beider klar ersicht- 
lich ist, welche überwiegen. Hinsichtlich eines sehr 
lange schon von der Heimath abwesenden Freundes wird 
gefragt, ob man ihn ftir todt erklären könne. Für die Be- 
jahung der Frage sprechen folgende Gründe: Trotz aller 
aufgewendeten Mühe hat man innerhalb voller zwanzig Jahre 
keine Nachricht über ihn erhalten können. Eeiaende sind sehr 
vielen Lebensgefahren ausgesetzt, vor denen die zu Hause 
Bleibendea bewahrt sind; vielleicht ist er also in den Wellen 
umgekommen, vielleicht ist er untei"wegB ei-mordet worden, 
vielleicht ist er im Kampfe oder durch eine Krankheit oder 
durch irgend einen Unglücksfall und an einem Orte, an welchem 
ihn niemand kannte, um das Leben gekommen. Wäi'e er noch 
am Leben, so müsste er schon ein Alter erreicht haben, 
welches sogar zu Hauae nur wenigen Menachen zu erreichen 
vergönnt iat. Er wflrde geachrieben haben, wenn er auch an 
den entlegensten Küsten Indiena wäre, da er wusste, dass 
ihm zu Hause eine Erbschaft in Aussicht stand; und sonstige 
Gründe. Mit diesen Beweiagründen darf man sieh aber nicht 
begnügen, sondern man muss diesen die folgenden, welche für 
die VeiTieinrmg der aufgeworfenen Frage spreclien, enfgegen- 
stellen: Es ist bekannt, dass er ein leichtsinniger, nachlässiger 
Mensch war, d^s er ungern zur Feder griff, dass er auf 
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Ficuuile mihto liiell ^lellPiiht et ei \uu ^^ilrtfii gituigm 
tortgefflhxt woi den , sodass ei uieht schi eiben konnte i lel- 
leicht hat ei auch ins Indien einigemal eeaehneben und sind 
die Biiefe entweder duieh Niehlässigkeit dei Boten odei 
dmeh Sehiffbrach veiloien gegangen Schlies^hoh sind Viele 
noeh langpr lusgehheben und doch enillich un'veisehit noch 
m die Heimath zniflokgekehrt 

4 Zui BemtLeilun^ allgememei Dinge genügen 
allgemeine und generelle Beweisgründe; um aber 
Vermuthungen llber individuelle Dinge sieh zu bilden, 
mnas man anch besondere und individuelle örflnde, 
wenn man sie irgendwie nur haben kann, heranziehen. 
Handelt es sieh ganz allgemein nur darum, anzugeben, um 
wieviel wahrBcheinlieher es ist, daas ein junger Mann von 
zwanzig Jahren einen sechzig' ährigen Greis aberlebt, als dieser 
jenen, so giebt es ausser dem Unterschiede des Alters und 
der Jahre nichts, was man in Betracht ziehen kann. Wenn 
aber von zwei bestimmten Personen, dem jungen Peter und 
dem alten Paul die Rede ist, so mnss man auch noch den 
Gesundheiteznstand beider und die Sorgfalt, [216] welche jeder 
auf seine Gesundheit verwendet, berteksichtigen; denn wenn 
Peter krank ist, wenn er seinen Leidenschaften die Ztlgel 
schiessen lässt und unmässig lebt, so kann Paul, trotzdem er 
weit älter ist, dennoch mit vollstem Rechte hoffen, Peter 
liherleben zu kOnnen. 

5. Bei Ungewissen uud zweifelhaften Dingen mnss 
man sein Handeln hinausschieben, bis mehr Lieht 
geworden ist. Wenn aber die zum Handeln günstige 
Gelegenheit keinen Aufschub duldet, so muss man 
von zwei Dingen immer das auswählen, welches pas- 
sender, sicherer, vortheilhafter und wahrscheinlicher 
als das andere erscheint wenn auch keines von bei- 
den thits-ichhch diese Eigeu'ii.hiften hat. 8o ist es 
bei einei ausgebicchenen Feueisbrunst aus welcher dn nicht 
andeis entnnnen kinnflt als dass du entweder hoch oben 
vom Dathe odei ans ugend einem imteien Stockwerke herab- 
apimgst für dich losei das Letzteie zu wählen, weil es 
grössere '^icheiheit bietet wenn anch keines von Beiden völlig 
Sichel ist und ohne Gefahr sieh zu veiletzeu, ausgeführt 
werlen kann 

6 Wis in ugenl (iiiei 1 illc n itztu i nd in keinem 
Falle schaden kann, ist dem \ oiiuzielien, was in 
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keinem Falle nützt oder schadet. Hierher gehört daa, 
von welchem unser Sprüchwort gilt: 

»Hilft ea nicht, so schadet es nicht!« 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem vorigen; denn das, was 
nfitaen kann, ist unter sonst gleichen Umständen hesser, 
sicherer und wflnschenswerther als das, was nicht nützen kann. 

7, Den Werth menschlicher Thaten darf man nicht 
nach ihrem Erfolge schätzen. Denn die thörichtsten Haud- 
Inngen Laben zuweilen den besten Erfolg, während die klügsten 
dagegen den schlechtesten haben. Daher sagt der Dichter: 

Careat suceessibna, opto, quisquis ab eventu 

facta notanda putat*). 
Wenn es z. B. ein Spieler unteraimmt, mit drei Wtirfeln auf einen 
Wurf dreimal sechs Angeu zu werfen, so wird man von ihm, 
selbst wenn er zufällig gewinnen sollte, sicherlich sagen, dass 
er thöricht gehandelt habe. Verkehrt sind die Urtheile des 
Voltes, welchem ein Mensch um so hervoiTagender erscheint, je 
mehr ei- vom Glücke begünstigt ist, von welchem sogai- ein 
günstiges Verbrechen oft noch als gute That angesehen wird; 
hierüber sagt wieder Owen") treffend: 
Epigr, lib. sing,, Num. 216. 

Quod male consultum cecidit feliciter, Ancus 
Arguitur sapiens, qui modo stultna erat; 

Quod prudenter erat provisum, si male vortat, 
Ipae Cato popnlo judiee stultua erit**). 

8. Wir müssen uns bei unseren Urtheilen Ltiten, 
Dingen mehr Gewicht beizulegen, als ihnen zukommt, 
und etwas, was wahrscheinlicher ist, als etwas An- 
deres ftir ganz sieher zu halten oder Anderen als 
solches aufzudrängen. Wir müssen nämlich unser Ver- 
trauen, welches wir in Dinge setzen, [217} dem Grade ihrer 

*) Mag Jeder des Erfolges entbehren, welcher meint nach 
ihrem Erfolge die That schätzeu zu müssen. H. 

**) Etwas, das scMecht überlegt war, glückte dem Ancus, 

Plötzlich ein Weiser genannt, eben noch galt er für dumm; 
Ist aber etwas klug überlegt, doch übel der Ausgang, 
Hält das thüi'iclite Volk selbst einen Cato für dumm. 
H. 
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Gewisslieit proportionsil iintl um eljensovid kleiner Böhmen, als 
die Wahrscheinlichkeit dea Dingea aelbst kleiner ala seine Gewiss- 
heit ist, was wir diircL das SprüoLivort auszudrücken pflegen: 

»Man muss ein jedes in seinem Werth iiud 

Unwerth benihen lassen.« 

!). Weil aber doch nur selten volle GSewiaaheit 
erlangt werden kann, so wollen es die Nothwendig- 
keit und das Herkommen, dass das, was ntir moralisch 
gewiss iat, für unbedingt gewiss gehalten wird. Es 
würde also nützlich sein, wenn auf Veraiilasaung der Obrig- 
keit bestimmte örenzen für die moraliselie Gewissheit fest- 
gesetzt würden, wenn z. B. entschieden wtiide, ob zur Er- 
zielang dieser 3^ oder 1^5- der Gewissheit verlangt werden 
müssen, damit ein Eichter nicht pai-teiisch sein kann, sondern 
einen festen öeaichtapunkt hat, welchen er beim Fällen des 
Uvtheilea bestand^ im Auge behält. 

Noch mehr derartige Axiome kann jeder, welcher im ge- 
wöhnlichen Leben bewandei-t ist, auf eigene Faust aufstellen; 
wii' können nicht alle, zumal uns die passende Gelegenheit 
fiU' ihre Anwendung mangelt, im Gedächtnisse haben. 



Kapitel ITI. 

Verseliiedeiie Arten von Beweisgründen; Sckätznng ihres 

Gewiclites für die Berechnnng der Walirsclieinliclikeiteii 

von Dingen. 

Deijenige, welclier die Beweisgrände eines Urtheils oder 
einer Vermuthnng prüft, wird drei verschiedene Arten unter- 
scheiden: einige Beweisgründe sind nothwendig vorhanden 
und zeigen die Sache zufällig an, andere sind zufällig 
vorhanden und zeigen die Sache nothwendig an, und 
endlich noch andere sind zufällig vorhanden und zeigen 
die Sache auch zufällig an. Ich erläutere den Unterschied 
an Beispielen: Mein Bruder hat mir schon lange Zeit keinen 
Brief geschickt; ich bin nun im Zweifel, ob seine Trägheit 
oder Geschäfte daran aehuld aind, befürchte aber auch, dass 
er vielleicht gar gestorben ist. Hier sind also di'ei Gründe 
för das Ausbleiben von Briefen: Ti'ägheit, Tod und Geschäfte. 
Der erste dieser GiUnde ist nothwendig vorhanden (in Folge 
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hypothetisch er Nothwendigkeit, weil icli von meinem Briider 
weisa uud annehme, daas er träge ist), aber er ze^t diis Aus- 
bleiben der Briefe nur znfiUIig an, da diese Trägheit meinea 
Bruder nicht hätte am Schreiben zu hindern brauchen. Der 
zweite Grund ist zufällig vorhanden (denn es kann mein Brnder 
noch am Leben sein), aber er zeigt das Ausbleiben der Briefe 
noth-wendig an, da ein Tödter nicht schreiben kann. [218] 
Der dritte Grund iat zufällig vorhanden und zeigt auch das 
Ausbleiben der Briefe zufällig an, da mein Bruder Geschäfte 
haben oder auch nicht haben kann, und da sie im erateren 
Falle nicht so umfai^-eioh zu sein brauchen, dass sie ihn 
vom Schreiben abhalten. — Ein weiteres Beispiel ist das 
folgende: Ein Spieler soll nach den geti'offenen Vereinbarungen 
gewinnen, wenn er mit zwei Wiü'feln sieben Augen wii-ft, 
und ich will vermutien, ob er Hoffnung auf Gewinn hat. 
Hier ist der Beweisgnind ftir den Sieg der Wurf von sieben 
Äi^en, welcher den Sieg mit Nothwendigkeit anzeigt [nämlich 
kraft der von den SpieltheUnehmem geti'offenen Vereinbarung), 
aber dieser Grund ist nur zufilllig vorhanden, da ja ausser 
den sieben Augen auch eine andere Anzahl von Augen fallen 
kann, 

Ausser dieser Verschiedenartigkeit der Beweisgründe mag 
man noch einen weiteren Unterschied zwischen ihnen beachten, 
insofern als einige derselben reine, andere gemischte sind. 
Keine Beweisgründe nenne ich solche, welche in einigen 
Fällen eine Sache so beweisen, dass sie in anderen Fällen 
nichts positiv beweisen; gemischte Beweisgründe aber 
nenne ich solche, welche in einten Fällen eine Sache so be- 
weisen, dass sie in anderen Fällen das G^entheil derselben 
beweisen. Z. B. In einem Haufen von sich Streitenden wird 
einer derselben mit einem Schweifte erstochen und durch das 
Zeugniaa vertrauenswüi'diger Menschen wird festgestellt, dasa 
der Thäter einen schwarzen Mantel geti-agen hat Wenn 
nun von den Sti'eitenden Gracchus und di'ci Ändere mit 
achwarzen Mänteln bekleidet waren, so wird dieses Kleidungs- 
stück einen Beweisgrund dafür abgeben, d^s der Mord von 
Gracehns verttbt wurde, aber niu' einen gemischten; denn in 
einem Falle beweist der Mantel seiue Schuld, in drei Fällen 
aber seine Unschuld, je nachdem der Mord von ihm selbst oder 
von einem der drei Anderen verübt worden ist, und er kann 
nicht von diesem Letzteren ausgeführt sein, ohne daas Gracchus 
unschuldig iat. Ist aber in dem angeateüten Verhöre Gracchus 
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erbleicht, ao liefert dieses Erlileicteu einen veinoii Beweis- 
gi'und; denn es beweist die Schuld des Gracchus, wenn es 
von dem böseu Gewissen herkommt, es bezeig aber nicht 
seine Unschuld, wenn es durch bgend eine andere Ursache 
veranlasst ist, da GraeehuB sehr leicht aus einev solchen er- 
bleicht und dabei doch der Mörder sein kann. 

Ana dem bisher Gesagten iat klar ersichtlich, dass die 
Beweiskraft , welche irgend ein Beweisgrund hat , von der 
Menge der Fälle abhängt, in welchen dieser vorhanden oder 
nicht vorhanden sein kann, eine Sache anzeigen oder nicht 
anzeigen oder auch ihr Gegentheil anzeigen kann. Daher kann 
der Grad der Gewissheit oder die Wahrscheinlichkeit, welche 
dieser Beweisgrund liefert, aua jenen Fällen mit Hülfe der 
Lehren des eraten Theiles genau so berechnet weiden, als 
wie die Hoffnungen der Theilnehmer an einem Gluckaspiele 
gefunden zu werden pflegen. Um dies zu beweisen, nehmen 
wir an, dasa die Anzahl der Fälle, in welchen ein Beweis- 
grund zufällig vorhanden sein kann, [219] gleich ö, die der 
Fälle, in welchen ein Beweisgrund nicht vorhanden sein kann, 
gleich c, und die Anzalil beider Fälle b -\- c = a iat. Ferner 
sei die Anzahl der Falle, in welchen der Beweisgmnd eine 
Sache zuföllig anzeigt, gleich ß, in welchen er sie nicht oder 
ihr Gegentheil anzeigt, gleich y und die Anzahl beider Fälle 
(i-|-y^=ß. Wir nehmen noch an, dass aUe Fälle gleich 
möglich sind, d. h. dass jeder Fall mit deraelben Leichtigkeit 
wie jeder andere eintreten kann. Im andera Falle nehmen 
wir eine Abänderung vor, indem wir an Stelle eines jeden 
leichter einti'etendeü Falles soviele Fälle zählen, als dieser 
Fall leichter als die übrigen eintntt; so z. B. zählen wir statt 
eines dreifach leichteren Falles drei FäUe, welche mit der 
gleichen Leichtigkeit wie die übrigen eintreten können. 

1. Wenn nun ein Beweisgmnd zufällig vorhanden sein 
kaan und nothwendig eine Sache anzeigt, ao giebt es 
nach den eben getroffenen Feateetzuagen b Fälle , in welolien 
er vorhanden sein und alao auch die Sache (oder I] anzeigen 
kann, und c Fälle, in welchen er nicht vorbanden sein und 
also auch nichts anzeigen kann. Dies giebt (nach Satz II, 

Zusatz, im ersten Theile, S. 7) das Gewicht = — , 

sodass ein solcher Beweisgrund — der Sache oder der Ge- 
wissheit der Sache beweist. 
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2. Ist der Beweisgrund nothwendig vorhanden nnd 
kann er zufällig eine Sache anzeigen, so sind nach den 
obigen Annahmen ß Fälle vorhanden, in denen er die Sache 
anzeigen kann, und y Fälle, in welchen er diese nicht oder 
sogar ihr Gegentheil anzeigt. Daraus folgt für diesen Beweis- 



ß.\+y.O 



, und es beweist da- 



anf dieselbe Weise sieh 
i+ß-'i_y 



gnmd die Beweiskraft 

her ein solcher — der Gewissheit 

gnmd ein gemisehter, so folgt (i 

ergiebt) für die Gewissheit ihres 

3. Wenn ein Beweisgi'und znfftllig vorhanden sein und 
zufällig eine Sache anzeigen kann, so nehmen vni zu- 
nächst au, dass er vorhanden ist, in welchem Falle er, wie 

eben gezeigt ist, — der Sache, und wenn der Beweisgumd 

ein gemischter ist, — ihres Gegentheiles beweist. Da es nun 

5 Fälle giebt, in denen der Beweisginind vorhanden sein kann, 
und c Fälle, in denen er nicht vorhanden sein, also auch nichts 
beweisen kann, so hat dieser Beweisgrund für den Beweis der 



Sache das Gewicht - 



= ■ — , und wenn er ein 



gemiseliter ist, den WcrÜi ~ = — für den 1 

weis ilu'es Gegentheiles. 

[320] 4. Wenn ferner mehrere Beweisgründe für den 1 
weis ein und derselben Sache vorhanden sind, und' wenn ■ 



die Anzahl aller Fälle mit 
die Anzahl aUer beweisen- \ 
den Fälle mit / 

die Anzahl aller nicht be- 
weisenden oder das Gegen- 
theil beweisenden Fälle mit 
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bezen-hnen "■o wiid de is d. m Znsammenwukcii ^1)B Be 
weisgimide leaultiientle Beweiskiaft tolgcnltimiissen "esctttzt 
Alle Bcwewgitinde seien eistens reme Dann ist dn^ Ge 

wicht de=i Pisten ßeweisgiunles ftu ai(h allein gl ich — 

= (stitt — missen ft r — achieibei lenn dei Bhwcis 

ti zugleich 

noch zufällig voihiiiden itt) wie wii gezeigt hafen Nun 
fntt ein zweitei Beweisgi und hinzu ^selchei in e = d — / 
FftÜen die Sacht c lei 1 bewPist und in / F*tllen sie nuht 
be\4eMt m lieaen letzten / Till n bleibt dth r nui das eben 
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Nehmen wir jetzt noch den dritten Beweisgrund Iiinzu, so 
sind h = ff — 8 FäUe vorhanden, in welchen er die Sache 
beweist, und * Fälle, in welchen er sie nicht beweist und nur 

die beiden ersten Beweiägi-iinde mit ihi'em Gewichte -~- 

wirkaam bleiben. Folglich haben alle drei Beweisgrtlnde zu- 
I das Gewicht: 



_ <.dy -»/. _, efi 



Und in der gleichen Weise mflasen wir weiter voiscehen, wenn 
noch mehr Beweisgiflnde vorhanden sind. Offenhii ist die 
Wahrseheinlichkeitj welche alle Beweisgründe zusammen liefern, 
von der völligen Gewissheit oder der Einheit nui um den 
Bruohtheil der Einheit entfernt, welcher gleich dem Piodnote 
aller nicht beweisenden Falle dividirt durch das Product aller 
Fälle von allen Beweisgründen ist. 

5. Zweitens seien alle Beweisgrllnde gemischte. Da nun 
die Anzahl aller beweisenden Fälle des ersten Beweisgrandes 
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gleich b, des zweiten gleioJi e, des dritten gleicb h, ... und 
der das Gegentheil beweiaenden Fälle bez. gleich c, /, i, , . . 
ist, so verhält sieh die Walu'scheinliehkeit der zu beweisen- 
den Sache zu der ihres Gegentbeilea kraft des ersten Beweis- 
gi'undes allein wie & : c, kj-aft des zweiten allein wie e :/, 
ki'aft des dritten allein wie h : t. Hun ist es aber augen- 
scheinlich genug, dass sich die gesammte Beweiskraft, welche 
aus dem Zusammenwirken aller Beweisgi'Ünde resultii't, zu- 
aammensefat ans den Beweiskräften aller einzelnen Grfinde, 
[821] d. h. dass die Wahrscheinlichkeit der Sa«be zu der 
Wahrscbeinlichkeit ihi-es Gegentheiles sich verhält wie 
hell . . . : cfi . . .; folglieb ist die Wabracheinlielikeit der Sacbe 

gleich T — = " ' ' , — - und die ilires Gegentheiles gleich 

den ■ ■ ■ -f-cji . . . 

'fi--- 



■+cfi... 

6. Es seien drittens einige Beweisgründe reine {z. B. die 
drei ersten von ftlnfen) und einige gemischte (z. B. die 
beiden übrigen). Ich betrachte zunächst die reinen allein, 

welche fnaeh Nummer 4) — ^—^ — ^ der Gewissheit der 
' ' adq 

cfi 
Sache beweisen, sodass also noch -^ an der Einheit fehlt. 

adg 
Wir haben also gleichsam adg ~ cfi PäUe, in welchen die 
drei reinen Beweisgründe zusammen die Sache oder 1 be- 
weisen, und cfi Fälle, in welchen sie nichts beweisen und 
nur den gemischten Beweisgrflnden ihren Platz einräumen. 
Diese lefateren beiden aber haben (nach Nixmmer 5) für die 

Sache das Gewicht - - , — und für ihr Gegentheil — ■ 

qt -{■ ru qt + TU 

Folglich ergebt sieb aus allen Beweisgrlladen ftlr die Sache 
die Wahrscheinlichkeit'^): 

[adg - cfi) . 1 + ofi-^-iJ--- _ 



adffiqt + rti) 
adg[qt + ru) 



cfi 
Diese Walirsclieinlichkeit ist um _ii-— . 
(tag 
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die Grewiäslieit odev Einheit; der erste Brueli dieses Prüduetes 
ist aber genau der Bruchtheil, um welchen die aus allen reinen 
Beweisgründen (nach Nr. 4) resnltii'ende WahrBcheiuliehkeit der 
Sache kleiner sh die Gewiasheit ist, wäirend der zweite Bruch 
gleich der ganzen Wahi'scheinlichkeit des Gegentheils ist, welche 
sich (nach Nr. 5) aus den gemischten Beweisgründen einlebt. 

7. Wenn ausser den Beweiagi'finden, welche der zu be- 
weisenden Sache förderlich sind, sieh noch andere reine Be- 
weisgrände darbieten, durch welche ihr Gegentheil bezeugt 
wird, so mflssen die Beweiagi'flnde beider Arten nach den 
vorstehenden Regeln einzeln abgewogen werden, damit das 
Verhältniss ermittelt werden kann, welches zwischen der Wahr- 
ach ei nliehkeit der Sache und der Wahrscheinlichkeit ihres 
Gegentheiles besteht. Hierzu ist noch zu bemerken, dass, 
wenn die beiderseitigen Beweisgründe geni^end stark sind, 
beide Wahi'scheinlichkeiten die Hälfte der Gewissheit merklieh 
ttbei-ti-effen können, d. h. also dass jede der einander ent- 
gegengesetzten Möglichkeiten wahrscheinlich ist, wenn auch 
die ebe relativ weniger wahi'scheinlich ist als die andere. 
So ist es möglieh, dass eine Sache ^ der Gewissheit und ihr 
Gegentheil ^ der Gewissheit hat; dann ist jede der beiden 
sich gegenüberstehenden Möglichkeiten wahrscheinlich, dennoch 
ist die erstere Möglichkeit weniger wahrscheinlich als die 
lefatere und zwar im Verhältnias |- : -| = 8 : 9. 

Ich sehe voraus — wie ich nicht in Abrede stellen kann — , 
dass sich bei der speoiellen Anwendung dieser Kegeln [323] viele 
Umstände darbieten werden, welche schuld daran sein können, 
dass sich Jemand oft achmählich in-t, wenn er bei der Unter- 
scheidni^ der Beweisgilindc nicht vorsichtig zu Werke geht 
Denn zuweilen können Beweisgründe verschiedene zu sein 
scheinen, während sie thatsächlich miv einen und denselben 
Bewei^rund vorstellen, oder umgekehrt können thatsächlich 
verschiedene Beweisgründe nur einen zu bilden scheinen; 
bisweilen werden auch solche Beweiagi'ünde venvendet, welche 
den Beweis des Gegentheils völlig unmöglich machen; und 
so fort. Zui- Erläutemi^ dieser Verhältnisse füge ich noch 
einige Beispiele an. Ich nehme in dem oben angegebenen 
Beispiele dea Gracchus an, dass die glaubwürdigen Leute, 
welche die Sti'eitenden beobachtet haben, bei dem Mörder 
noch rothe Kopfhaare wahrgenommen und dass Gracchus und 
zwei Andere rothe Haare haben, dass aber keiner der beiden 
Anderen einen schwarzen Mantel ti'ug. Wenn nun hier Jemand 
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.aus den ladicien, dasa aussei Gvaechuä iioeli drei Andere 
schwarze Mäntel trugen und zwei Andere ebenfalls rothes 
Haar haben, aehliesseu wollte, diws die Wabracheinlichkeit 
von Graeehus' Sclmld zu der Wahraeheinlichteit seiner Un- 
aehiild sich (nach Nr. 5) wie 1:2-3 = 1:6 verhalte und 
daas Graeohiis also viel -wahrscheinlicher nuachnld^ als schuldig 
ist, so würde er einen sehr falschen Schluss ziehen. Denn 
hier sind eigentlich nicht zwei Beweisgi'tlnde vorhanden, sondern 
nur ein emziger, welcher aber von zwei Umständen zugleich, 
der Mantelfai'be und der Haarfai-be gesttttzt ivird. Da diese 
beiden Umstände allein bei Gracchus zusammentreffen, so be- 
zeugen aie, dasa kein Anderer als er der Mörder sein kann. 
Hinsichtlich eines schiiftlichen Veiiragea erheben sieh 
Zweifel, ob das der Urkunde beigefügte Datum in betrü- 
gerischer Absicht vorweggenommen sei. Ein Beweisgrund, 
dass dies nicht der Fall ist, Icann der aein, dasa die Urkunde 
von einem Notai'e, d. i. einer öffentlichen und vereidigten 
Person, eigenhändig unterzeichnet ist, von welchem es un- 
wahi-acheinlich ist, daaa er einen Betrug verttbt hat, da er 
diea nicht ohne die gi'Össte Gefahr fflr aeine Ehre nnd seine 
SteUung hätte thun können, und dass ferner unter fünfzig 
Notai'en kanm einer sich findet, welcher so weit die Schlech- 
tigkeit zu treiben wagen wßi'de. Dafür können die Beweis- 
gi'tlnde sprechen, dass der Euf dieses Hotars ein sehr schlechter 
ist, dass er aus dem Beti-uge fflr sich einen se' 
Gewinn erwarten konnte, und zumal dass er etwas 1 
hat, was keine Wahrscheinlichkeit besitzt (z. B. wenn er be- 
zeugt hätte, dass Jemand einem Andern 10000 Goldstücke 
geliehen hätte zn einer Zeit, wo er naeh allgemeiner Schätzimg 
kaum 100 Goldstlleke in seinem ganzen Vermögen gehabt 
haben konnte). Beobachten wir hier den Beweisgrund allein, 
welcher aus dem Amte und der Stellung des Unterzeichners 
fö^, [223] so können wir die Wahrscheinlichkeit der Echt- 
heit des Datums auf |-| der Gewissheit schätzen. Wenn wir 
aber die Beweiagi'llndo ffli' d^ Gegeutheil ei'wägen, so werden 
wir zngeatehen mflasen, daaa die Urkunde kaum ungefälscht 
sein kann, und dass also ein in ihr begangener Beti'ug fast 
moralische Gewisabeit, d. h. gleichsam r,^^ Gewiasheit hat. 
Daraus aber dürfen wir nicht fo^era, dass die Wahrschein- 
lichkeit der Echtheit der Urkunde sieh zur Wahracheinlichkeit 
der Fälschung (nach Nr. 7) verhält wie -If :-j^nnyi ^- ^- ^^^^ 
beide faat gleich sind. Wenn wir na,mlich annehmen, dass 
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(lei Notai übel l^cleumuinlet i^t xo nthmBii w i il\mit zugleiLli 
tn dass ei uitht au den 49 ieclitseli»fleueu Notaien welche 
Betrügeieieii leiab^chöuen „ehart sonlein dass ei jenei 
fünfzigste ist welcliPi sich kern fewiiaen daiius macht m 
aemem Amte tienlos zu seii damit nbei veilieit jenei Be 
weisginnd welcher sonst fUi die Echtheit lei ürknnde liitte 
zeugen können aeinp ginze BewPiskiift und wird vdlig 
ni htssigend 



Kapitel TV. 

Uefter <lie zwei Arten, die Aiizal}! (Ur Fülle zu evmittel«. 

Was Yon der AH, sie durch Beobachtong zu ermitteln, 

zu lialtett ist. Haupt])robleni liievliei, und anderes. 

In dem vorigen Kapitel wurde gezeigt, ai\f welche Weise 
aus den Zahlen der Fälle, in welchen Beweisgründe fUr eine 
beliebige Sa«he vorhanden oder nicht vorbanden aein können, 
sie anzeigen oder nicht anzeigen oder auch ihr Gegentheil 
anzeigen können, ihre Beweiskräfte und die diesen proportionalen 
Wahracheinlichkeiten sich bestimmen und sehätzen lassen. Wir 
sind also dahin gelaa^, dass zur richtigen Bildung von Ver- 
muthungen über ji'gend eine Sache nichts anderes zu thun 
ei-forderlieh ist, als dass wir zuerst die Zahl dieser Fälle 
genau ermitteln und dann bestimmen, um wieviel die einen 
Fälle leichter als die anderen eintreten können. Und hier 
scheint uns gerade die Schwierigkeit zu liegen, da nur fUr 
die wenigsten Erscheinnngen und fast nirgends andera als in 
GHieksspielen dies möglich ist; die Glücksspiele wurden aber 
von den ursprünglichen Erfindern, damit die Spieltheilnehmer 
gleiche Gewinnanssichten haben sollten, so eingerichtet, dass 
die Zahlen der Fälle, in welchen sich Gewinn oder Verlust 
ergeben rnnss, im voraus bestimmt und bekannt sind, und dasa 
alle Falle mit gleicher Leichtigkeit einti'cten können. Bei den 
weitaus meisten andeni Erscheinui^en aber, welche von dem 
Walten der Natur oder von der Willkür der Mensehen ab- 
hängen, ist dies keineswegs der Fall. [334] So sind z. B. bei 
Wflrfeln die Zahlen der Fälle bekannt, denn es giebt für 
jeden einzelnen Würfel ebenaoviele Fälle als er Flächen hat; 
alle diese Fälle sind auch gleich leicht möglieh, da wegen 
der gleichen Gestalt aller Flächen und wegen des gleichmäasig 
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vertheilten Gewichtes des Würfels kein Grniiä dafür Yorhanden 
iat, daas eine Wllrfelfläohe leichter als eine andere fallen sollte, 
was der Fall sein wltrde, wenn die Wiü'felflächen verschiedene 
Gestalt besässeu und ein Theil des Würfels ans achwererem 
Materiale angefert^ wäre ata der andere Theil. So sind 
auch die Zahlen der Fälle für das Ziehen eines weiasen oder 
einea achwarzen Steinchens ana einer Urne bekannt und können 
alle Steinchen anch gleich leicht gezogen werden, weil bekannt 
ist, wieviele Steinehen von jeder Äi-t in der Urne vorhanden 
aind, und weil aich kein Grund angeben läast, warum dieses 
oder jenes Steiuchen leichter als irgend ein anderes gezogen 
werden sollte. Welcher Sterbliche könnte aber je die Anzahl 
der Krankheiten (d, i. ehensovieler Fälle), welche den mensch- 
lichen Körper an allen aeinen Theilen nnd in jedem Älter 
befallen nnd den Tod herbeiführen können, ermitteln und an- 
geben, um wieviel leichter diese als jene ICrantheit, die Pest 
als die Wasserancht, die Wassersucht ala Fieber den Menschen 
zu Grunde richtet, um daraus eine Vermuthung llber das Ver- 
hältniss von Leben und Sterben künftiger Geachleehter abzu- 
leiten? Oder wer könnte die unzähligen Fälle von Verände- 
nmgen aufzählen, welchen die Luft täglich untei'worfen iat, 
um daraus schon heute vermuthen zu wollen, welche Be- 
schaffenheit sie nach einem Monate oder gai- nach einem Jahre 
hat? Oder ferner, wer dürfte die Natur des menschlichen 
Geistes oder den bewnndemnga würdigen Bau unseres KOrpera 
ao weit erforscht haben, um bei Spielen, welche ganz oder 
theilweise von der Verstandesschärfe oder von der köi-per- 
lichen Gewandtheit der Spieler abhängen, die Fälle bestimmen 
zu wollen, in welchen dieser oder jener Spieler gewinnen 
oder verlieren kann ? Da dieae und ähnliche Dinge von ganz 
verboi^enen Ursachen abhängen, welche überdies noch durch 
die unendliche Mannigfaltigkeit ihres Zusammenwirkens unsere 
Erkenntniss bestand^ täuschen, so wüi'de es völlig sinnlos 
sein, auf diese Weise etwas erforschen zu wollen. 

Aber ein anderer Weg steht uns hier offen, um das Ge- 
suchte zu finden und daa, was wir a priori nicht bestimmen 
kennen, wenigstens a posteriori, d. h. aus dem Erfolge, wel- 
cher bei ähnlichen Beispielen in zahlreichen FäUen beobachtet 
wurde, zu ermitteln. Dabei mnsB angenommen werden, dass 
jedes einzelne Ereigniss in ebenso vielen Fäücn eintreten oder 
nicht eintreten kann, als vorher bei einem gleichen Stande 
der Dinge beobachtet wurde, daas es eingetreten oder nicht 
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c ngehetfu \t Denu z B (cnn n xu iQubulitPt Int daaa 
lon iUO Mensehen \tii dem Altui imd dei Cunstitiition dea 
Titius 200 voi Ablauf von 10 Jahren g<»stoiben smd [225] 
die Übngen aber Itager gelebt haben so kann man mit hm- 
leichendei Sicherheit foleein dass b3 doppelt so viele Fälle 
giebt lu welchen auch Titins mneihalb des nächsten Decen 
nmmä dei Natui len sehnldiften Tnl nt leisten mus^ tla 
Fllle in welchen ei diesen Zfitpunkt llbeileben kann Ebenso 
wPnn Jemind sohin seit Imffeu Jahien dai "Wettei beobachtet 
und sich ingemeikt hat wie oft es heitei odei lesjneizsch 
wai oder ^lenn Jemand zwei Spiflem sfhr oft zngeschant 
unl gesehen hat wie ott dieaei odei jenei gewinnt -^o kann 
er geiade daduich das Verlitltnisi bestimmen ^(elches die 
Zähleu der Fllle m denen dieselben Ereignisse unter den 
\ orangegangen en gleichen Umständt-n auch n\chhei eintreten 
odei nicht eintreten Itfnnen waluscheinlichei ftcise zu einan 
der baten 

Diese empinsohe Ait die Zahl dei Fälle dnich Beobach 
tnngen zu bestimmen, ist weder neu noch ungewöhnlich; denn 
schon der berühmte Verfasser des Werkes »L'aii de penser«*'), 
ein scharfsinniger und talentvoller Mann, hat in Kapitel 12 
und folg. des letzten Theiles seines Werkes ein ganz ähn- 
liches Verfahren beschrieben, und alle Menschen beobachten 
im täglichen Leben dasselbe Verfahren. Auch leuchtet jedem 
Menschen ein, dass es nicht genügt, nur eine oder die 
andere Beobachtung anzustellen, nm auf diese Weise 
tlber irgend ein Ereiguiss an urtheilen, sondern dass 
eine grosse Anzahl von Beobachtungen erforderlich 
sind. Zuweilen hat auch schon ein recht einfeltiger Mensch 
in Folge ii'gend eines natürlichen Instinktes von sich aus und 
ohne jede vorangegangene Unterweisung die Erfahrung gemacht 
(was wirklich wunderbar ist), dass man, je mehr diesbezüg- 
liche Beobachtungen vorEegen, nm so weniger Gefahr läuft, von 
der Wahrheit abzuirren. Obgleich nun dies aus der Natur der 
Sache heraus von Jedem eingesehen wird, so liegt doch der auf 
wissensehaftliche Prinzipien gegründete Beweis durchaus nicht 
auf der Hand, und es liegt mir daher ob, ihn an dieser Stelle 
zu erbringen. Ich würde aber glauben zu weuig zu leisten, 
wenn ich bei dem Beweise dieses einen Punktes, welchen 
Jeder kennt, stehen bleibeu wollte. Man muss vielmehr 
noch Weiteres in Betracht ziehen, woran viel- 
leicht Niemand bisher auch nur gedacht hat. Es 
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bleibt nämlich noch zu unters u che b, ob durch 
Vermehrung der Beobachtungen beständig; auch 
die Wahrscheinlichkeit dafür wächst, dass die 
Zahl der günstigen zu der Zahl der ungünstigen 
Beobachtungen das wahre Verhältniss erreicht, 
und zwar in dem Maasse, dass diese Wahrschein- 
lichkeit schliesslich jeden beliebigen Grad der 
Gewissheit übertrifft, oder ob das Problem viel- 
mehr, so zu sagen, seine Asymptote hat, d, h. ob 
ein bestimmter Grad der Gewisaheit, das wahre 
Verhältniss der Fälle gefunden zu haben, vor- 
handen ist, welcher auch bei beliebiger Ver- 
mehrung der Beobachtungen niemals überschritten 
werden kann, z. B. dasa wir niemals über ^, ^ oder 1 
der Gewissheit hinaus Sicherheit erlangen können, das wahre 
Verhältniss der Fälle ermittelt zu haben. Damit noch dui'ch 
ein Beispiel dentlich werde, [326] was ich meine, nehme ich 
an, es seien in einer Urne ohne dein Vorwisseu 3000 weisse 
nnd 2000 achwai'ze Steinchen und du wollest durch Versuche 
das Verhältniss derselben bestimmen, indem du ein Sternchen 
nach dem andern herausnimmst [jedoch so, dass du jedes 
gezogene Steinehen wieder zui'floklegst, ehe du ein neues 
herausnimmst, damit die Zahl der Steinchen in der Urne nicht 
kleiner wird) und beobachtest, wie oft ein weisses, wie oft 
ein schwarzes Steinohen herauskommt. Es fi-agt sich nun, ob 
du dies so oft würdest thun können, damit es zehn-, hundei-l^, 
tausendmal n. s. w. wahrscheinlicher [d. h. scbliesalich moralisch 
gewiss) wird, d^s die Zahl der Züge, mit welchen du ein 
weisses Steinchen ziehat, zu der Zahl derer, mit welchen 
du ein schwarzes ziehst, dasselbe Verhältniss 1|-, welches die 
Zahlen der Steinchen (oder der FsUe) selbst zueinander haben, 
annimmt, als dass diese Zahlen irgend ein anderes, davon 
verschied enes Verhältniss bilden. Ist dies nicht der Fall, 
so gestehe ich, dass es um unaern Versuch, die Zahl der 
Fälle durch Beobachtungen zu ermitteln, sohlecht bestellt ist. 
Wenn es aber der Fall ist und mau schliesslich auf diese 
Weise moralische Gewiasheit erhält (dass dies wirklieh ao ist, 
werde ich in dem folgenden Kapitel zeigen), ao können wir 
die Zahlen der Fülle a posteriori ffßt ebenso genau finden, 
als wenn sie uns a priori bekanut wären. Und dies ist für 
das btkrgevliche Leben, wo das moralisch Gewisse als ab- 
solut gewiss angesehen wird, nach Axiom 9 des Kapitels II 
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hinreielKind , um unsere Vermuthung in jetlem beliebigen 
Zufallsgebiete nicht weniger wisaenschaftlieli zu leiten als bei 
den öluclisspielen. Denn wenn wir an Stelle der Unie z. B. 
die Luft oder den menscbliclien Körper nns gesetzt denken, 
welche eine Unmenge der verschiedenartigsten Verändenuigen 
und Krankheit gerade so in sich beiden, wie die Urne die 
Steinchen, so werden wir auch in gleicher Weise durch 
Beoha«htungen bestimmen können, um wieviel leichter auf 
diesen Gebieten dieses als jenes Ereigniaa eintritt. 

Damit aber dies nicht unrichtig verstanden werde, ist 
noch zu bemerken, da,ss wir das Verhältniss zwischen 
den Zahlen der Fälle, welches wir durch Beobach- 
tungen zu bestimmen unternehmen, nicht absolut 
genau (denn so würde ganz das Gegentheil herauskommen 
und desto unwahrscheinlicher werden, dass das richtige 
Verhältniss gefunden sei, je mehr Beobachtungen gemacht 
wären), sondern nur mit einer bestimmten An- 
näherung erhalten, d. h. zwischen zwei Grenzen 
einschliessen wollen, welche aber beliebig nahe 
bei einander angenommen werden können. Wenn 
wir in dem oben angeftihr-ten Beispiele der Urne mit den 
Steinchen zwei Verhältnisse, a. B. ^^ und |^J, oder -|M4 
und f^lf , oder u. s. w., annehmen, von denen das eine wenig 
kleiner, daa andere wenig grösser als 1-^ ist, so zeigt es 
sich, dass es mit jeder beliebigen Wahi-aoheinlichkeit wahr- 
scheinlicher wird, [227] dass das durch häufig wiederholte 
Beobachtungen gefundene Verhältniss innerhalb dieser Grenzen 
des Verhältnisses H Ußgtj als ausserhalb derselben. 

Dieses ist daa Pi'oblem, welches ich an dieser Stelle zu 
veröffentlichen mir vorgenommen habe, nachdem ich schon 
seit 20 Jahren dasselbe mit mir herumgeti'agen habe; seine 
Neuheit sowohl als auch sein ausserordentlich gi'osaer Nutzen 
in Verbindung mit seiner ebenso gi'ossen Schwierigkeit lässt 
alle flbngen Kapitel dieser Lehre an Wichtigkeit und Bedeu- 
timg gewinnen. Bevor ich aber auf seine Lösung eingehe, will 
ich kurz die Einwände widerlegen, welche einige Gelehrte'^) 
dagegen erhoben haben. 

i, Znei-st machen sie den Einwurf, dass daa Verhältniss 
zwischen den Steinchen von anderer Beschaffenheit sei als 
dasjenige zwischen den Krankheiten und den Luftverändcmngen; 
die Zahl jener sei bestimmt, die Zahl dieser aber unbestimmt 
und unsicher. 
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Darauf antwoi'te ich: Beide aiucl MnsicLtlicli unserer Er- 
kenntnias gleich ungewisa und unbeatimmt. Dass aber irgend 
ein Ding au sicii uud seiner Natur nach ungewiss uad unbestimmt 
beschaffen sei, kann von uns ebeuao wenig verstanden werden, 
ala wir veratehen können, dass Gott etwas zugleich erschaffen 
und nicht erschaffen hat; denn alles was Gott geschaffen hat, 
hat er gerade dadurch, dass er ea geschaffen hat, auch be- 
stimmt. 

2. Zweitens werfen sie ein, die Zahl der Steinehen sei 
endlich, die der ICi-suikheiten aber unendlich. 

Ich erwidere hierauf: Die letztere Zalil iat eher eratann- 
lioh gross als nnendlioh; aber zugegeben, dasa sie unendlich 
gross sei, so iat bekannt, dass auch zwischen zwei unendlich 
groasen Zahlen ein bestimmtes Verhältniss bestehen kann, 
welches sich durch endliche Zahlen entweder genau oder 
wenigstena so genau, als nur ii'gend wUnaclienswerth ist, aus- 
drücken lässt. 80 hat immer die Peripherie eines Ei'eiaes 
ein bestimmtes Verhältniss zu seinem Durchmesser, welches 
zwar nur durch unendlich viele Decimalstellen der Ludolph'" 
sehen Zahl genau angegeben wird, aber doch von Archimedes, 
Metius und Ludolph selbst in Grenzen eingeschlossen ist, 
welche für den Gebrauch völlig aiisreichen, Daher hindert 
nichta daran, das Verhältniss zwischen zwei unend- 
lich grossen Zahlen, welche durch endliche Zahlen 
sehr annähernd genau dargestellt werden können, 
durch eine endliche Anzahl von Beobachtungen zu 
bestimmen. 

3. Drittens macheu sie den Einwand, dass die Zahl der 
Krankheiten nicht beständig dieselbe sei, sondern dass täg- 
lich neue entstehen. 

Darauf entgegne ich: Dass aich im Laufe der Zeiten die 
Krauliheiteu vermehren können, leugne ich nicht, und sicher- 
lich würde derjenige, welcher aus heutigen Beobachtungen 
auf antedilnvianische Zeiten zuiflckschliesseu wollte, gewaltig 
von der Wahrheit abiiTcn. Daraus folgt aber nichts weiter 
als dass bisweilen neue Beobaehtungen augestellt 
werden müssen; [228] auch bei den Steinehen würden neue 
Beobachtungen nothwend^ werden, wenn man annehmen 
müsste, dass ihre Anzahl in der Urne aich geändert hätte, 
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Um den iweitlänfigen Beweis mit möglichster Kürze und 
Klai'heit zii führen, versuche ich alles rein mathematisch zu 
formuliren und schicke zu dem Zwecke die fönenden Hulfs- 
aätee voraus; sind diese bewiesen, so besteht alles Uehrige 
in ihrer blossen Anwendung. 

Hülfssata 1, Es sei die Reihe der natflrlichen Zahlen 

0, 1, 2, ..., r—1, r, )■+!, ..., r + s 

gegeben, wo r irgend eine mittlere Zahl und r — 1 und r -j- l 
die dieser linlfs und rechte benachbarten Zahlen bezeichnen. 
Diese Eeilie werde fortgesetzt, bis ilu letztes Glied ein be- 
liebtes ganzzahliges Vielfaches von r-\-s, z.B. nr-\-ns ist, 
wodurch die neue Reihe entsteht: 

0, 1,2, . . . , nr — n, . . . , nr, . . . , nr -{-n, . . . , nr -{- ns. 

Mit -wachsendem n steigt auf diese Weise sowohl die An- 
zahl der zwischen nr und nr -i- n, bez. nr — n gelegenen 
Glieder, als auch die Anzahl der Glieder, welche sich von 
den Gren^liedern nr-\-n, bez. nr — n bis zu den äusser- 
aten Gliedern nr + ns und ersti'ecken. Ifiemals aber, wie 
gross anch die Zahl n gewählt werden mag, übeitiifft die An- 
zahl der Glieder, welche grösser als nr-i-n sind, rnehi' als 
(s — l)-ma] die Anzahl der zwischen nr imd nr~{-n ge- 
legenen Glieder nnd die Anzahl der Glieder, welche Ideiner 
als nr — n sind, mehr als (r — l)-mal die Anzahl der zwischen 
nr — n und nr gelegenen Glieder. 

Beweis. Die Anzahl der Glieder, welche grösser als 
nr-\-n sind, ist gleich n{s — l) und der Glieder, welche 
kleiner als nr — n sind, ist gleich n{r — 1). Die Anzahl 
der zwischen tir (ausschliesslich) und einer der beiden Grenzen 
( eins ol dies slich) gelegenen Zahlen ist gleich n. Es verhält 
sich aber stets 
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[229] HttlfBaatz 2. Wenn das Binom r -(- s in irgend 
eine ganzzahlige Potenz erhoben wird, so hat die Bntwiekelung 
immer ein Glied mehr als der Potenzesponent Einheiten. 

Denn es besteht die Entwickelung eines Quadi-ates ans 
drei, eines Cubiis aus vier, eines Biquadrates ans fttnf GUederii, 
mid ao fort. 

Htilfasatz 3. In der Entwickelung einer Potenz des 
Binoms )■ + s, deren Exponent irgend ein ganazahliges Viel- 
faches von r -]- s = t, z. B. n [r -\- s} = nt ist, hat erstens 
ein Glied M dann den - grössfen Weiih von allen ■ Gliedern, 
wenn die Anzahl aller ihm vorangehenden zu der aller ihm 
fönenden Glieder sieh wie a zu )■ verhält, oder — was auf 
dasselbe hinauskommt — - wenn in ihm die Exponenten von 
r und s sich wie r za s verhalten und jedes dem Gliede 
M auf der rechten oder linken Seite näherstehende Glied 
einen grösseren Wei-th als ein entfernteres Glied auf der 
gleichen Seite. Zweitens hat das Glied M zu einem nähereu 
Gliede ein kleineres Verhältnisa, .als— bei gleichem Ab- 
stände der Glieder — dieses letztere zu dem entfernteren'*). 

Beweis. 1. Den Mathematikern ist wohlbekannt, dass 
die [tii]^ Potenz des Binoms r -|- s sich durch die folgende 
Reihe dai-atcilen lässt: 



(r +.)"'. 



/WA 



+ 



in w elehei die Expc neuten v on ) f oi twähi end abnehmen 
wlliiend die \on < wichsen und die C oefficienten des eilten 
und letzten, zweiten und voiletzten Gliedes u s w mit 
pinandei flbei ein stimmen Da nun die Anzahl allei Gliedei 
auBse) 31 [noch Hfllf-isatz 2) gleich «/ = «» -f «a ist und 
nach dei Voi inssetzimg sich die Anzahl der 3/ voi angehen- 
den Gliedei zu dei ihm nachfo^endi'n wie s zu r verhalt, so 
mnss die Anzahl dei vorangehenden Glieder gleich /k^ und 
der nachfolgenden gleich m sein Mithin ist nach dem BU- 
1 dei Reihe 

,, l>it\ ,, , li t\ 
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Bezeicliet mau mit 2,, , ],.,_ , L.^, , , . der Reilie naeli rtie 
links von M stehenden Glieder und mit li^, M^, M,, . . . 
die entsprechenden Glieder rechts, so folgt weiter: [230] 



Hieraus ergiebt sich durch Di\ 


'ision: 


*/ («r+l). 


M (»»+1),-, 


L, nsr ' 


ü, HC« ' 


L, (».■+2). 
i, («s-l)r' 


j(,_(»H:2)r. 

B, (»,— 1|.' 


Nun ist al)cr 




(»r+l)s>«»'' 


(»«+l)r>mrÄ , 


(»r+2)s>(««-l)r, 


l,« + 2)r>(»r^l)ä, 


folglich ist 


J/>-S, ; 


A>i., 


.... W. a. b. 


2. Es ist ohne AVeitcrea e] 


raiehtlielL, (lass 


».■+1 «)-+2 


««+ 1 ^»J+2 
„ ^».--1 


ist, folglieh ist auch 




i„r+l], ^[nr+i]. 


(»s+l)r^(»s+2)r 


odei-, WM dasselbe ist, 




ML, 
L-<-L,- 


MB, 
B,'^B,' 
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In gleiclier Weise lilsst aielt zeigen, tl.ass 

ist t olglich liit \iA gio-^ste blied J/ zu einem i 1li istet n 
den (jliede em klciiieies Veihlltnia' als (lie''e8 zi eiiifin ent 
ferateren aut dei gleichen Seite v,em\ die beiden IntewaÜe 
gloRh sind W z b w 

[231] Hfllts'ijtz 4 In dei Potenz eines Binoms mit lern 
Exponenten ;( kmn "lie Zihl i so gioss genommen weilen 
da«^ lie Veihiltni te des gioa^ten öheles AI zn zw« inderen 
bliedein L und M wel he die »*'" links niil rechts von 
M stehen len flhedei dei Potenzentw ickelimg sind giisseie 
Weitte haheu als ugend ein gegelenen Veihlltniss 

Beweis Da mch dem yoi hei gehenden Stfze M den 
We-tl lat 

M = 



U{ni 


lUi(-2) 


1 ' + 1| 




12 3 i 




nt [nt - 


-l)(«i^2)... 


('"+1) 



haben nach dem Bildimgsgesetze der Reihe die Glieder 
I, iind Bn die Weiihe: 



nt [nt - 1) [nt 


-2)... (»r + «+li 


1.2.3 

»((»<- l)(»i 


_ 2)... („ + „+!) 



Hieraus folgt, nachdem die gemeinsamen Factoren durch Divi- 
sion entfernt sind: 

M [nr -\- n) [nr -|- j; — 1] (rar + w — 2) ■ ■ ■ nr s" 

IZ ~ [ns — n-\-\][ns — ra+2) [ns — n-\-h) ■ ■ ■ ns r" ' 
M _ {ns + n){ns-\-n-\){ns + n -2] ■■■ns »- 
E„ {nr — n + l) {nr — n + 2] {nr — n-i-3) ■ ■ ■ nr s" 

oder, asiohdem r" nnd s" auf die einzelnen Faktoren der 
Coeffidenten gleichmässig vertheilt sind, was möglich ist, da 
'■ j Ziihler und Nenner der Coefficienten gerade je n Factoren 
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M ^ (nrs-\-ns] inr>< + n,-s] {nrs + ??,s^2s). ..{nr^ + s] 
L„ (nrs — nr+r]{nrs — Mr + 2j-)(wrs— nr-j- 3r]..,«rs ' 

M {nrs + nr) {nrs -\- nr — r) {nrs-^nr — 2r)...{nrs-\-r} 
W,, ^ '{^rs~ns-irs){nrs~ns + 2s){nrs — ns+'6s)...nrs 

Die Verhältnisse erbalten aber einen unendlich gi'ossen Werth, 
wenn n unendlich gross wird; denn es verschwinden dann die 
Zahlen 1,2, 3, ... gegen«, und die Factoren «r i; « :+: 1,2, 3,,., 
haben denselben Werth wie nr ± n und ns^n± 1,2,3,... 
wie ns =p n, sodass man, -wenn man noch Zähler und Nenner 
durch n dividirt, erhält'8): 

[232] Jf _ („ + ,)(„ + .)(„ + .,)...,■, 

i„ -(«-.)(«-,)(« -,■)...«■ 

r){r8 + r)[rs -\- r) . . . rs 



F... Ir, -,)[„-, ){r, -.]...,; 

Die beiden Grössen sind offenbar aus ebensovielen Bi-Ilchen 

, bez. zusammengesetzt, als Factoren im Zähler 

rs — r TS — 8 

(oder Nenner] vorhanden sind, deren Anzahl gleich h, d. h. 

unendlich gross ist. Daher sind jene beiden Verhältnisse die 

unendlich hohen Potenzen der Bräche nnd 

rs — ?■ rs — s 

und fo^lich selbst iinendlieh gross. Wer diesen Schluss be- 
zweifeln sollte, uehme zwei unendliche falleude geometrische 



ist das Verhältniss des eisten zYun dritten, vierten, fünften, . . ., 
letzten öliede gleith dem zwei-, drei-, vier-, . . ., nnendlich 

rs -\- s rs-\- r 
oftmal in sich selbst multiphcirten Bruche , bez. • 

rs — r rs — s 

Offenbar aber ist dds Verhältniss des ersten znm letzten Gliede, 
welches in einer unendlich fallenden Eeihe gleich Null sein 
mnss, unendlich gi'oss. Daher folgt, dass auch die unendlich 

hohen Potenzen von nnd einen unendlich 

rs — r rs — s 

gi'ossen Wei-th habeu. Mithin ist nachgewiesen, daaa in der 
Entwickelung der nnendhch hohen Potenz eines Binoms das 
grösste öiied M zu zwei Gliedern L„ und R» Verhältnisse 
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hat, welche gi-öaaer sind als jedes augehbiU'e Vevhälltniaa. 
"W. z. b. w. 

Hülfssatz 5, In der Potenz eines Binoms mit dem Es- 
poaenten nt kann die Zahl n so gi'oss gewählt werdea, dass 
die Siimme aller Glieder voe dem gj-ösaten M an nach heiden 
Seiten bis zu den Gliedern £„ und B„ (einschliesslich) zur 
Summe aller tlbiigen Glieder, welche nach beiden Seiten ausaer- 
lialb dieser Grenzen L„ und Ä„ liegen, ein Verhältniaa von 
grösserem Werthe als irgend ein gegebenes bildet, 

Beweia. Da nach der zweiten Behauptung des llidfs- 



M L. 




<i^' 




<i^- 


ist auch 












:<t,< 




-< ■ ' 



Nach Hülfasatz i wird aber für einen unendlich g 

M 
von n der Werth von — unendlich gi'oss [S33] und folglieh 



unendlich grosse Werthe. Daraus folgt aber weiter: 



d. h. die Summe aller Glieder zwischen dem grössteu Gliede 
M und dem Gliede £„ feinachliesslich) ist unendlich oft grösser 
als die Summe ebensovieler Glieder, welche nach links auf L„ 
folgen. Da aber nach Hflifaaata 1 die Anzahl aller Glieder 
links von L„ die Anzahl der zwiachen La und M gelegenen 
Glieder nur [s — i)-mal [d. h. eine endliche Anzahl mal) Über- 
tilfft, und da nach HlÜfaaafa 3 die Glieder um so kleiner 
werden, je weiter sie von i„ nach links abstehen, so fiber- 
treffen alle Glieder innerhalb L„ [einschliesslich) und M (auch 
wenn dieses nicht mitgerechnet wird) zusammen doch noch 
unendlich oftmal alle links von i„ stehenden Glieder. 

Auf gleiche Weise wird auch gezeigt, daaa alle zwiachen 
Ji„ (einaoMiesslieh) und M {auch wenn dieses nicht mitge- 
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rechnet wird) gelegeueii Glieder zusammen uneiidlieli oftma! alle 
Glieder llhertreffen , welche reehta von R^ stehen und deren 
Anzahl die dei' ersteren niii- {r — Ij-mal (nach Hfllfasatz 1) 
ftbeitiifEL Daher liber-trifft schliesslich die Summe aller zwiachen 
den Grenzghedern Ln und Rn gelegenen Glieder, wobei die 
Gren^lieder mitgerechnet werden, das grösste Glied M aber 
weggelassen ist, iinendlieh oftmal die Summe aller ausserhalb 
dieser Grenzen stehenden Glieder; und um so mehr gilt dieser 
Satz, wenn zu der ei-sten Summe das Glied M noch hiuzn- 
genommen wird. W. z. b. w. 

Anmerkung. Gegen den vierten und fünften Hlilfsaatz 
könnte von denen, welche sich nicht mit Unendlichkeita- 
beti-achtungen befreundet haben, der folgende Einwurf gemacht 
werden: Wenn auch in dem Falle eines unendlich grossen 
Werthes der Zahl n die Faetoren der Anadrfleke, welche die 

M M 
Verhältnisse y-- und -p-dai-stellen, nämlich m?-± ?; ;p 1, 2, 3,... 

und WS zp w ± 1, 2, 3, . . . den gleichen Werth wie nr ± n 
und ns rp n haben, da die Zahlen 1, 2, 3, . . . in den ein- 
zelnen Faktoren gegenüber dem flbiigen TLeile verschwinden, 
30 liefern doch alle diese Zahlen in einander mnltiphdärt 
(wegen der unendlioL vielen Faetoren) auch eine unendlich 
gi-osse Zahl und alao wird von den unendlich hohen Potenzen 

der Brüche — ^— nnd — ^^^ unendlich viel auhtrahirt, 

rs — r rs — s 

wodurch sich endliche Zahlen ergeben können. Diesen Be- 
denlsen kann ich nicht besser entgegentreten, als dasa ich 
jetzt die Berechnung für einen endlichen Werth von n wirk- 
lich durchfiiiu-e ; ich werde zeigen, dasa auch in einer end- 
lich hohen Potenz des Binoms die Summe der innerhalb der 
Grenzglieder £,. und R,, [einachliesalich) stehenden Glieder 
zur Summe aller übrigen Glieder ein Verhältniaa hat, welches 
jedes beliebig gross gegebene Verhältuias c an Werth übertrifft. 
Ist dies aber gezeigt, so muss der Einwand nothwent%er Weise 
in sich zusammenfallen. 

|234] Zu dem Zwecke nehme ich (für die links von M 
stehenden Glieder) irgend ein beliebiges Verhältniss, welches 

kleiner ala — ^^^ ist, also z. B. — ^^!^ = und mid- 

rs — r rs r 

tiplieire dieses so oft (m-mal] in sich, dass das Product gleich 
. oder grösser als c{s — 1) iat, also 
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Um m zu bestirameu, hat mau: 

m\og[r+ l)-«ilügr^log[e(fi~ 1)], 
also ist 



— log(r+ 1] — logr 
zu wählen. Hnu wurde in dem vierten Ilülfssatzo daä Vev- 

M 

ms uem rruui 

nrs-\-ns nrs-\-ns — * 7irs — «s + 2s ?(rs + s 

nrs — nr-\-r' nrs — «r-f-2r' nrs — «r + Sr' ' nrs 
jeder einzelne dieser Factoren ist aber kleiner als 



1 ivird. Folglich musa einmal, wenn n nur passend 
gewählt wird, einer dieser Brüche gleich werden. Be- 
zeichnet man den Platz dieses Bruches in der Reihe der 
Factoren mit m, so ist: 

^■+1 _ nrs + ns -^ [m - l)s 



' r-\-l 

Ich behaupte nun, daas dieser im nt gefundene Werth den 
Exponenten der Potenz angiebt, auf welche man das Binom 
(r + s) erheben muss, wenn das grösste Glied M in der Eut^ 
Wickelung das Grenzglied L„ mehr c[s — 1]-mal übertreffen 
soll. Durch diese Annahme wii'd nämlich der m^ Bruch in 

dem obigen Produote gleich nnd nach Voraussetzung 

ist '' ■ — ^ ^ c[s — 1); [235! alle Brüche aber, welche dem 
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m*"" in cl(im Produtte vorausgehen, sind grösser ala - 
und alle ihm nachfolgeadon sind mindeateas grösser als 



nud umsomehr c{s — 1), und da dieses 


Pro du et g 


iat, so folgt: 




Ferner iat, wie oben gezeigt war: 






■■<t 


folglich ist auch: 




i, > fl (s — 1 ) Ln+ 1 




L,>o{s^i)L,,+ , 


, 


L,>c{s~l)L„^, 


• 



t,.>o(s-l)i„., 
UEd summirt: 

i,H-i,+Lä+-..+i,>c(s-l)[i>,.+ ,+i„+s+i„4-94---+iä,.]. 
Da aber die Glieder von M aa fortwälireud abuehmcn uud 
da die Anzahl der liuks von Lh ateheudeu Glieder niuht mehr 
ala {s — l)-mal die Anzahl der Glieder i, , ij, . . ., Ln 
nbertiifft, ao folgt weiter, dass 

i.+i. + i^H \-U>c[U+, +i,.+, +L„+s + • ■ ■] 

iat, wo jetzt iu der Klammer der rechten Seite alle links vou 
i,i stehenden Glieder vorkommen. 

In gleicher Weise verfahre ich in Bezug auf die rechts 
von M stehenden Glieder. Ich nehme jetzt das Verhältniss: 

« + 1 r/i + r 
s rs — s 

und finde, indem ich m so bestimme, dass 
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ist: 

.,^^ log;c(r-l}] 
— log[s+!) — logs 
Darauf sotao ich in der Reihe der Bi-iiche: 

nrs-i- nr nrs-\-nr — r nrs-^-nr-~%r ; 

nrs — ns-{-s^ nrx — ras+2s' nrs — ns-\-'is^ ' 



nt-mt+ ^ _^ ^ 

Hieraiif wii'd genau auf dieselbe Art wie vorher gezeigt, daaa 
in dem zu dieaer Potenz nt erhoheuen Binome r -{- s das 
gröaste Glied M das reebte Grenzglied li„ mehr ala c {r — l)-mal 
tlbertilfft, und weiter, daas die Summe aller zwisehen M (aus- 
I und Bn [einschliesslich) beflnälichen Glieder die 
alier flhrigen Glieder, deren Anzahl mir gleich 
(r— l)-mal der Anzahl der erstereu Glieder ist, mehr als 
c-mal ubei'ti'ifft. 

Daher folgere ich schliesslich, dass die Summe aller Glieder 
zwisehen i„ nnd Ä,, (einschliesslich) um mehi- als c-mal gi-össer 
ist als die Anzahl aller ühr^en Gheder, wenn das Binom 
r -\-s zu der Potenz erhöhen wird, deren Exponent gleich der 
grösseren der beiden Zahlen [236] 

mt-\- und mt-\- , — - — 

r+ 1 5+1 

ist. Es ist also eine endlich hohe Potenz gefunden, welche 
die gewUnschte Eigenschaft besitzt. W. z. h. w. 

Nun folgt endlich der Satz, wegen dessen alle bisherigen 
Betrachtungen angestellt worden sind und dessen Beweis nur 
die Anwendung der aufgestellten Hülfssätze erfordert. Um aber 
lästige Umschreibungen zu vermeiden, nenne ich die Fälle, in 
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welclieB. irgend ein Ereigniss eiutveteu kaun, fvuclitbiii'e oder 
gtiustige und die Fälle, in welchen dasselbe Ereigaiaa nicht 
eintreten kann, unfruchtbare oder ungünstige. Ebenso 
nenne ich die Versuche und Beobachtungen fruchtbare oder 
gflnstige, in welchen einer der gflustigen Fälle eintritt, und 
unfruchtbare oder ungünstige jene, m welchen der Ein- 
tritt eines der ungünstigen Fälle beobachtet wird. 

Satis. Es möge sich die Zahl der günstigen 
Fälle zu der Zahl der ungünstigen Fälle genau 

oder näherungaweise wie —, also zu der Zahl aller 

Fälle wie = — ~ wenn r- -t- s = t gesetzt 

wird — verhalten, welches letztere Yerhaltniss 

r + 1 r — 1 

zwischen den Grenzen — - — und —— — enthalten 

ist. Eun können, wie zu beweisen ist, soviele 
Beobachtungen gemacht werden, dass es beliebig 
oft (z. B, c-mal) wahrscheinlicher wird, dass das 
Verliältniss der günstigen zu allen angestellten 
Beobachtungen innerhalb dieser Grenzen liegt 
als ausserhalb derselben, also weder grösser als 

— - — , noch kleiner als — - — ist. 

Beweis, ilan setae die Anzahl aller anzustellen den Beob- 
achtungen gleich nt und frage, wie gross die Hoffnung dafür 
ist, dass alle Beobachtungen, dann alle Beobachtungen bis auf 
eine, bis auf zwei, di'ei, vier, . . . günstige sind. Da aber 
nach der Vorausseteung hei jeder Beobachtung t Fälle mög- 
lich sind, von welchen r günstige und s nngünatige sind, und 
da jeder Fall einer Beobachtung mit jedem Falle einer zweiten 
Beobachtung combinirt werden kann, die combiniiien Fälle 
aber wieder mit jedem Falle einer dritten, vierten, . . . Beob- 
achtung verbunden werden können, ao ist klar ersichÜieh, daaa 
hier die Eegel, welche auf die Anmerkung [237] zu der Auf- 
gabe XII des ei-sten Theiles (8. 47, 48) folgt, und deren zweiter 
Zusatz zoi' Anwendung kommen mllssen. Darnach findet man, 

dass die Hoffnung auf keine ungünstige Beobachtung gleich ■— ^ , 
auf eine nngünatige Beobachtung glcieli j j — — .— , auf 
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zwei, drei, . . . inglnstio- Pe I clitu "^eu lc7 j,l cli 

1 t 1 — 4nr~ ' ( Q I — ~i — ^^ ^^ ^^^ ^^" ^'^'^ ' ^ ^^°^ 

man den gemeinaimen Nenne t loiülsat) die ^ahtclen 
liehkeitsgrade *'] odei d <• Zihlen der Falle n eichen e 
sich ereignen kann Itss ille Betbacht ugen ghnstge dass 
alle bis anf eine zvei diei inglnstioe Beobacht ngfn 

gflnatige sind, gleiel 

, lnt\ ,, , lnt\ . „ , lnt\ , , , 

Diese Anadräcke sind aber gerade die Glieder der mi**" 
Potenz des Binoms )'-|-s, welche in unseren Hülfssätzen be- 
trachtet worden istj nnd deshalb liegt alles Weitere klar zu 
Tage. Aus der Beschaffenheit dieser Eeihenentwickelung ist 
sofort ersichtlich, daas die Zahl der Fälle, in welchen nr 
Beobachtungen günstige nnd die übrigen ns Beobachtungen 
ungünstige sind, nach Hulfssatz 3 genau gleich dem gröSBten 
Gliede M ist, da ihm ns Glieder vorangehen und nr Glieder 
folgen. Ebenso ist klar, daas die Anzahl der Fälle, in welchen 
von allen n t Beobachtungen nr -\-n^ bez. nr — tk giinsl%e 
und die übrigen ungünstige sind, durch die GUeder i„ und 
Ä(i gegeben werden, da diese ja um n Glieder von dem 
grösaten Gliede M nach beiden Seiten hin abstehen. Folglich 
ist die Anzahl aller Fälle, in denen nicht mehr als wr + w 
und nicht weniger als nr — n günstige unter allen nt Beob- 
achtungen sind, gleich, der Summe aller Glieder der Ent- 
mckelung von [r-\-sY*, welche zwischen i,, und J?,, (ein- 
schliesslich der Grenzen) liegen. Die Anzahl aller übngen 
Fälle, in welchen mehr als nr-\-7t oder weniger als nr — n 
Beobachtungen gfluatige aind, ist gleich der Summe aller 
ttbi-igen Glieder der Potenzentwickelung, welche ausserhalb 
dea Intervalles L„ bis J?„ stehen. Da nun der Potenzespo- 
nent des Binoms so gross genommen werden kann, dass die 
Summe der Glieder, welche von den beiden Grenzen L„ nnd 
R„ (diese mitgerechnet) eingeschlossen sind, mehr als c-mal 
grösser ist als die Summe aller übrigen Glieder ausserhalb 
dieser Grenzen (nach Hulfssatz 4 und 5), so folgt: Es 
können ao viele Beobachtungen angestellt werden, 
dasa die Anzahl der Fälle, in welchen daa Verhält- 
nias der günstigen zu allen überhaupt angestellten 
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Beobachtungen '^238] die Grenzwertlie -.— und 

nf n r+l' r — 1 " 

— — - — oder — — lind — — - nicht tiberaehreitet, mehr 

als c-mal grösser ist als die Siimme der übrigen 
Fälle, d. h. dass es mehr ala c-mal wahrscheinlicher 
wird, dasa das Verhältniss der Anzahl der günstigen 
zu der Anzahl aller Beobachtungen die Grenzen 

— - — nnd — - — nicht ilbcrsohrcitct, ala dass es sie 

übersehreitet W. z. b. w. 

Bei der speeiellen Anwendnng dieses Satzes auf Zahlen 
erkennt man leicht, dasa, je grössere Zahlen für r, s und t 

genommen werden (wobei jedoch — denselben Werth behalten 

muss), um so enger die Grenzen — - — und — - — - des Ver- 
hältnisses — - aneinanderrücken. Wenn also das Verhältnias 

r 3 

— z. B. gleich — ist, so setze ich nicht ?■ = 3 und s ^ 2, 

sondern »■ = 30 und s = 20, also ;=:)■ + *■= 5(1 oder 
r = 300 und s = '2U0, also (1 = 500. Im ersteren Falle 
sind die Grenzen 



NthmL ich noch <■ = lOOü, so bestimmen sich m nnd nt 
naj^h der Anmerkung (Seite iOl) für die Glieder auf der 
linken Seite von M: 



i^'g [" (^ 



,._j_ 1] „ log }■ 0,0142405 

mst — st 
nt^mt-\ -r— — < 24 72S 

und ftlr die Glieder auf der rechten Seite von M: 
log[c(r— 1)] _ 4,4 623 980 
^ = log f« + 1) -" log s "~ 0,0211893 ^ ' 

H d =.- m i! + "'-^^^f^'- = 25 550. 
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Daher ist es, naeli dem oben beivieaenen Satze, mehr ala 
1000-mal wahrschemiicher, dasa bei 25 550 angestellteu 
Beobachtungen das Verhältuiss der güustigen zu allen Beob- 
achtungen iunerlialb der Grenzen f^ und .|^ (diese einachliess- 
lieh) liegt ala ausserhalb derselben. Setzt man i; ^ 10000 
oder c= 100 000, ao findet man auf gleiche Weise, dasa 
31258 Beobaohtungon nothwendig sind, damit es 10000-mal 
wahrscheinlicher ist, dasa das angegebene Verhältniaa innerhalb 
der genannten Grenzen liegt ala ausserhalb derselben, [239] 
und dass, damit es 100 000-mal wahraeheinlicher wird, 36966 
Beobaehtuugen nöthig aind, und so fort in das Unendliche, in- 
dem man immer ein Vielfaches von 5708 Beobachtungen zu 
25 550 hinzuaddirt. 

Wenn alao alle Ereignisse durch alle Ewigkeit hindurch 
foilgeaetzt beobachtet wüi'den (wodurch schliesslich die Wahi'- 
scheinlichteit in volle Gewi ssheit übergehen mfisste), so würde man 
finden, dass Alles in der Welt aus bestimmten Gründen und in 
bestimmter Gesetzmäas^keit eintiitt, dass wir alao gezwungen 
werden, auch bei noch so zufällig erseheinenden Dingen eine 
gewbse Nothwendigkeit, und sozusagen ein Fatnm anzunehmen. 
Ich weiss nicht, ob hierauf schon Plato in seiner Lehre vom 
allgemeinen Kreisläufe der Dinge 'ä) hinzielen wollte, in welcher 
er behauptet, dass Alles nach Verlauf von unzähligen Jahr- 
hunderten in den uraprüngliohen Zustand zurückkehrt. 
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Jakob Bernoulli. 



Sie tlieileii mir mit, mein Herr, dass Sie eiue meiner 
Scliriften, in welcher ich neue Sätze über daa Ballspiel auf- 
gestellt habe, zu Gesicht bekamen, und Sie fi'agen mich, ob 
diese Sätze sieh wij'klich sti'eng beweisen lassen, oder ob sie 
sich nur auf unbewiesene Vermuthungen, welche keinen festen 
Untergnind haben, stützen; Sie bcgi'eifen — nach Ihren eigenen 
Worten — nicht, daas maji die Kräfte der Spieler durch 
Zahlen messen, und noch weniger, dass man dann alle von 
mir gezogenen Schluaafolgerungeu daraus ableiten kann. Ich 
werde dadurch veranlasst, Ihnen alle Betrachtungen milau- 
theilen, welche ich über diesen ö^enstand angesteUt habe 
und welche nun den Inhalt dieses Briefes bilden sollen; ich 
schreibe Ihneu den Brief in französischer Sprache, damit Sie 
in seiner Lecttlre nicht durch die Uebersetzungen der tinter 
den Spielern üblichen Kunstausdi'fleke gestört werden, welche 
in eine andere Sprache tibersetat weniger verständlich sind. 
Auch halte ich mich nicht damit auf, Ihnen die Spielregeln 
auseinanderzusetzen, ebensowenig wie den Grundaate der Wahr- 
soheinlichkeitsrechuung, welcher meiner Untersuchung zu Grunde 
liegt, da ich weiss, daas Beides Ihnen wohlbekannt ist'^). 
[2] Im Uebrigen aber werde ich auf alle Einzelheiten meines 
Gegenstandes ausführlich eingehen, ohne von Ihnen den Vor- 
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wurf zu befürchten, Sie zu lange von eluev Lappalie unter- 
halten zu haben; donn 81e wissen, tlaas dieses eille Spiel stets 
znr Belustigtiug von vornehmen Leuten gedient hat, und Sie 
werden bald erkennen, dass es, wenn schon zui' Leibeattbnng 
nützlich, ganz hervorragend fähig untl auch würdig ist, den 
Geist zu fesseln and das Kaohtlealiien anzur^eii. 

Dass man in den Glücksspielen genau die Gewinnhoffnangen 
und Schadenbefürchtungen der Spieler berechnen kann, ist, 
wie ich vor allen Dingen bemerke, darin hegrfindet, dass man 
meistens genau die Anzahl der Fälle, welche den Spielern 
gtlnstig oder ungünstig sind, kennt. Dies ist aber nicht der 
Fall bei den Spielen, welche ganz oder doch theilweise von 
der Klugheit, dem Eifer oder der Geschicklichkeit der Spieler 
abhängen, wie ea bei dem Ballspiele, dem Schachspiele und 
den meisten Kartenspielen der Fall ist Man kann bei diesen, 
ohne vollkommene Kenntnis von dem Wesen des Geistes und 
der Beschaffenheit der Organe des mensehhchen Körpers zu 
haben, nicht die Ursachen oder — wie man sich ausdrückt — 
nicht a priori bestimmen, um wieviel klüger, eifriger und 
gewandter ein Spieler als ein anderer tat; diese Kenntnias zn 
erlangen aber ist in Folge der tausend verborgenen Ursachen, 
welche hier zusammenwirken, völlig unmöglich. Diese Unvoll- 
kommenheit unserer Erkenntniss hindei-t aber nicht, d^s man 
die Zahlen der Fälle fast ebenso genan a posteriori er- 
mitteln kann, nämlich dni'ch die Beobachtung des oftmals 
wiederholten Ereignisses; dasselbe Verfahren kann man auch 
bei d^n blossen Glücksspielen anwenden, wenn man die An- 
zahl der Fälle, welche eintreten können, nicht kennt. Z. B. 
in einem Säckehen sind eine Menge weisser und schwarzer 
Zettel enthalten, und es ist mir anbekannt, wieviele von jeder 
Art es sind; was werde ich thun, um das Verhältniss dieser 
Zahlen zu ermitteln? Ich werde einen Zettel nach dem andern 
ziehen in der Weise, dass ich den gezogenen Zettel stets in 
das Säckchen zmlicklege, ehe ich den fönenden ziehe, damit 
die Gesammtzahl der Zettel im Säckehen nicht kleiner wird. 
Wenn ich dann hnndertmal beobachte, d^s loh einen schwarzen 
Zettel, und zweihundertmal, dass ich einen weissen Zettel er- 
griffen habe, so werde ich kein Bedenlcen tragen, hieraus zu 
schliessen, dass die Anzahl der weissen Zettel annähernd 
doppelt so gi'oss ist als diejenige der schwai'zen. Denn es 
ist ganz sicher, dass, je mehr leb in dieser Art Beobachtungen 
anstelle, ich um so mehr hoffen dai-f, dem wahren Verhält^ 
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iiisae, welcliea zwiaclieii den Zahlen [3] der weissen und 
schwarzen Zettel besteht, nahe zu kommeu. Mau kann näm- 
lich, wie sich sogar völlig streng beweisen l^st, stets soviele 
Beobaehtimgen austollen, dass es schliesshch mit jeder be- 
liebig gegebenen Wahrscheinlichkeit wahraeheinlich und mithin 
sehlieaalieh moralisch gewiss wird, dass der durch Beobaeh- 
timgen gefundene Werth des genannten Verhältnis a es von dem 
wahren Werthe nur beliebig wenig abweicht. Auf diese Weise 
kann man auch bei Spielen, welche von dem Verstände und 
der Gewandtheit der Spieler abhängen, bestimmen, um wieviel 
ein Spieler geschickter als ein anderer ist. Ich sehe z. B. zwei 
Pei-sonen Ball spielen und beohachte sie lange Zeit; dabei 
nehme ich wahr, dass der eine der beiden Spieler 200 oder 
300 Schläge gewinnt, während der andere nur 100 gewinnt, 
und urtheile infolgedessen mit genügender Sicherheit, daae 
der erstere doppelt oder dreifach so gut als der andere spielt, 
da er, so zu sagen, zwei oder drei Theile der Geschicklich- 
keit, als ebensoviele Fälle oder Ursachen, welche ihn den 
Ball gewinnen l^sen, und der letztere nur einen solchen 
Theil besitat. 



I. Nachdem wir dies vorauagescliickt haben und nun an 
den eigenthcheu Gegenstand herantreten, nehmen wir an, dass 
zwei gleich gewandte Spieler A und B (d. h. zwei Spieler, 
welche wii- dieselbe Anzahl von Gängen haben gewinnen 
und verlieren sehen) Einstand oder Beide 30 oder 15 oder 
noch nichts haben; offenbar hat in diesen Fällen jeder der 
beiden Spieler die gleiche Hoffnung, die ihm noch fehlenden 
Gänge und damit das Spiel zu gewinnen, und folglich hat jeder 
von ihnen die Hoffnung auf die Hälfte des Spieles oder ^ S. 

Dann nehmen wir an, daas A 30 und B 45 hat oder — 
was auf dasselbe hinauskommt — d^s B im Vortheil ist. 
Sie erkennen, dass A gleich wahracheinlich den nächsten Gang 
gewinnen oder verlieren kann; gewinnt ihn A, so zählen beide 
Spieler Einstand, und jeder von ihnen hat nach dem eben 
Gesagten die Hoffnung ^ S, verliert er ihn aber, so verliert 
er zugleich auch das ganze Spiel. Folghch hat A nach der 

1 .1-1- 1 . 
Ihnen bekannten Eegel die Hoffnung — ^— S = \ S. 

Nehmen wir weiter an, dass A 15 zu 45 hat, so kann 
er gleich leicht 30 zu 45 und damit die vorher gefundene 
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^ S' e eben oder das Spiel verlieren [je iiacHdcm 
etat n Ging gewinnt oder verliert). Folglicli hat A 

■+Ll»,. 



\s. 



\\ nn -il 1 5 z 30 hat, so kann er entweder ebenfalls 
30 oder 15 zu 45 erhalten; im ersteren Falle kommt er zu 
der Hoffnung ^ S, im letzteren zu der Hoffnung -^ S. Folglich 



ist seiue Hoffnung gleich - 



[4] In gleicher Weise findet mau füi die anleien ntg 
liehen Annahmen die Hoffnungen dea -i wie sie in dei fol 
geuden Tafel sieh verzeichnet finden lui ihnen kmn min 
leicht die Hoffnungen des B finden, da sie [ene zu 1 eigmzen 



Tafel I. 



Punkte des 


Hoffnung des 


A 


B 


A 


4ä 


45 


-i s 


30 


45 


1 S 


IS 






r\S 


3Ü 


30 


i 'S 


IS 


30 


A-s 





30 


^■5 


15 


15 
15 


4 s 

HS 


ü 





iS 



II. Ebenso ist klar, daas, wenn man Spieleinstand zählt, 
jeder der beiden Spieler in gleichem örade hoffen kann, die 
ganze Partie zu gewinnen, indem er zwei Spiele hintereinander 
gewinnt, Folglich hat jeder Spieler die Hoffnung auf eine 
halbe Partie oder ^ P. 

Wenn aber — es mag die Partie auf vier von einem 
Spieler gewonnene Spiele gehen — A 2 und B 3 Spiele ge- 
wonnen und letzterer mithin den Vortbeil für sich oder Spiel- 
vor bat, so ist ea gleich wahrscheinlich, dass das näcbate 
Spiel beiden Spielern wieder Spieleinstand verschafft oder 
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di'ä^ e'i J (li( 1 iitie \ci1k 1,11 1 t^'tt 
fepiel gewinnt (ilti vciliLit rnlghch 



hit J "liL IIoftnTin^ 



1 jH-l ') 



P=- ^P 



Ebenso findet man d^s« 4 tue Hottniius, -^ F hat, ■fteiiii 
ilini uooli 3 Spiele um die Paitie zu gewinnen, iehlen, isJih 
lend B nui noch ein Spiel zu gewinnen biinrlit, u s w 
Die nichful^ende Tatet II giebt die Hofinnngen des A m 
Bezug luf die gmze Paitie flli alle mighclien Annahmen in 
nnd Sie sehen aus deiaelben das^ die tuei ffli die Hofinnngen 
des 4 gefundenen Zahlen mit denen der eilten Ttfe! tibei- 
emstimmen wie es auch dei Fall sein musa, da die \ier 
ödnge eines Spieles füi dasselbe ebensonel bedeuten, als die 
\iei Spiele ftti die ginze Partie 





Tafel IL 




Spie 
A 


e des 
S 


Hoffnung des 
A 


3 
2 




3 
3 
3 
3 


P 
P 
P 


2 


2 
2 
2 


i -P 
AP 


' 


1 

1 


>? 



I I „ i 

IIL Feinei betiaditLU wu di beiden bpieler, wenn sie 
Spieleinstind z.'ihlen und ausseidem A 10 und B 45 hat. 
Wenn 4 den nichaten Q-iag gewinnt, so haben beide Spieler 
wiedei Bmatand und alao auch [6] gleiche Hoffnung; verliert 
A abei diesen Ball, so erhält B Spiel-voi, in welchem Falle 
A die Hoffnung | P hatte Es hit alsf 4 jetat im Ganzen 

die Hoffnung: — - -z ~ P = | P, .die Partie zu gewinnen. 

Nehmen wir weiter an, dass A zwei Spiele (oder ein Spiel), 
B drei Spiele gewonnen hat und beide entweder Einstand 
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oder 30 oder 15 zählen, so ist klar, dasa jeder gleich leicht 
das nächste Spiel gewinnen kann. Die Hoffnimgen beider 
Spieler sind also dieselben, als wenn sie nur ihi'e vollen Spiele 
und noch keine Punkte darüber hinaus gewonnen hätten. Daher 
hat A die im vorigen Paragraphen gefundene Hoffnnng, näm- 
hch \ P (oder \ P). 

Wenn A 2 gegen 3 Spiele und 30 gegen 45 gewonnen hat, 
so kann er gleich leicht 45 erlangen oder das Spiel und mit 
ihm die ganze Partie verlieren, je nachdem er den nächsten 
Gang gewinnt oder verliert. Folghch ist der Werth seiner 
Hoffnung gleich ^ " ■ i - '|' - i . ' . . " ■ ^ = | p, 

Wenn A 2 gegen 3 Spiele gewonnen hat und das neue 
Spiel 15 zu 45 steht, so kann ihm der nächste Gang enl^ 
weder 30 zu 45 bringen oder ihn das Spiel und zugleich die 
Partie verlieren lassen. Seine Hoffnung hat also den Werth 

Auf diese Weise fortfahrend habe ich die folgende Tafel HI 
berechnet, welche die Hoffnungen des Ä für alle bei zwei 
Spielent möglichen Fälle enthält, wenn jeder von beiden ausser 
seinen vollen Spielen noch eine gewisse Anaalil Punkte ge- 
wonnen hat. In der letzten Zeile umfasst diese umstehende 
Tafel die ganze Tafel II. 

Wenn Sie sich die Mühe nehmen, diese Tafel genauer zu 
betrachten, so können Sie mehrere bemerkenswerthe Beobach- 
tungen machen. Sie sehen z. B,, dass 15 zu 30, wenn die 
Spieler Spieleinstand zählen, ebensoviel werth ist als 30 za 
bei 2 zu 3 Spielen oder 45 zu 30 hei 1 zu 2 Spielen oder 
sehliessllch . 30 zu 45 bei einem zu einem Spiele; dass 1 
zu 2 Spielen mit 45 zu 15 für A ein wenig gflnstiger ist als 
wenn jeder der beiden Spieler noch kein volles Spiel und 
A und -S 15 hätte, da zwischen den Hoffnungen, welche 
diesen beiden Annahmen entsprechen, tue Differenz -5^ be- 
steht; u. s. w. 
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IV. Jetzt sollen die Hoffnungen der Spieler fiii' den Fall 
gefunden werden, dass beide nicht die gleiche Kunstfertigkeit 
besitzen. Um die Eeehnnng abzuktirzen, nehmen wir sofort 
allgemein an, daas man den gewandteren Spieler A habe n 
Öflnge gewinnen sehen, während B in dieser Zeit nur einen 

einzigen gewann; [7] dann bezeichnet also — das Verhältniss, 

welches zwischen den Kunstfei^tigkeiten der beiden Spieler 
besf«ht. 

Wü' nehmen zunächst au, daas die Spieler Einatand zählen 
und wir ihre Hoffnungen finden woUen. Würde ein Gang aus- 
reichen, um einen von beiden das Spiel gewinnen zn laaaen, 
so wären ihre Hoffnungen schon gefunden, da sie sich ebenso 
zu einander verhsdten würden, wie ihi-e Fert^keiten, also wie 
H zu 1. Weil aber die Spielregeln verlangen, das a ein Spieler 
zwei Gänge hintereinander gewinnen muss, um das Spiel zu 
gewinnen, so ist das gesuchte Verhältniss der Hoffnungen von 

— veraohieden uud muaa mit Hülfe der Änalysis bereolmet 

werden. Wir bezeichnen die gesuchte Hoffnung des j4 mit x 
und beachten, dass der erste Gang einen von beiden Spielern 
in den Voi'theil bringen muss, während der zweite Gang beiden 
wieder Einstand geben und somit dem A seine ursprüngliche 
Hoffnung x zurückgeben kann. Was tritt nun ein, wenn einer 
von beiden Spielern den Vortheil für sich erhält? Ist A, 
welcher der «-mal geschicktere der beiden Spieler ist, in den 
Vortheil gekommen, so hat er fi Wahrscheinlichkeiten für sieh, 
das Spiel zn gewinnen, und eine Wahrscheinlichkeit, wieder 
die Hoffoung x zu bekommen, je nachdem er den zweiten 
Gang gewinnt oder verhert. Folglich ist seine Hoffnung in 

diesem Falle gleich -j— — 

den ersten Gang in den Vortheil gekommen ist, so sind n Wahx-- 
scheinlichkeiten für A vorhanden, durch den nächsten Gai^ wieder 
Einstand und also x zu erhalten, und eine Wahrscheinlichkeit, 
das Spiel zu verlieren; daher ist in diesem Falle die Hoff- 
nung des A gleich — — j ^ ■ Urspi-ilnglich nun, 

wo beide Spieler gleich stehen, hat A, welcher !i-mal mehr 
Wahrscheinlichkeit hat, den Vortheil zu erhalten, als ihn 
nicht zu bekommen, die Hoffnung; 
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»' + 2»» 

»+1 »■+2»+!' 

HJifl da seine nrsprllnglich.e Hoffmiiig gleieli x gesetzt wuvde, so is 



( folgt: ä 



Für B bleibt also die Hoffuuiig ^ tibrig, sodass sich 

die Hoffnungen beider Spieler ivie m' zu 1 verhalten, d. h. das 
Verhältuiss ihrer Hoffnungen gleich dem Quadrate des Ver- 
hältnisses ihrer Kunstfertigkeiten ist. 

Nachdem man diese Hoffnnugen berechnet hat, kann man 
nacheinander fflr alle Annahmen, welche in den vorhergehen- 
den Paragraphen ■ gemacht worden sind, die Untersuchung 
durehführeu, wobei man nur stets zu beachten hat, dasa A 
jeden Gang m-ma! wahrscheinlieher gewinnt als verliert. [8] Es 
habe z. B. A 30 und B 45: Dann giebt ea n FäUe, welche 
das Spiel wieder auf Einstand bringen, und einen Fall, welcher 
A verlieren läaat; folglich hat A die Hoffiiimg 



«+1 (n^^\){n^\) 

Steht fttr A das Spiel 15 zu 45, so hat er n Fälle, welche 
ihm 30 zu 4& ergeben, und einen Fall, welcher ihn das Spiel 
verlieren lässt; folglich ist aeiae Huffming gleich 

n- ~ -^. , , _i- 1 - n 



Auf gleiche Weise findet man den Werth von A'a Hoffnung, 
wenn er nnd £ 45 hat. Haben beide Spieler 30, so 
haben sie dieselben Hoffnur^en, als wenn sie Einstand er- 
reicht haben, da jeder von ihnen, um das Spie! zu gewinnen, 
zwei Gänge hintereinander gewinnen musa. Dann bestimmt 
man ferner die Hoffnungen, wenn A 15 oder und B 30, 
A 45 und B 30, 15 oder 0, A 30 und B 15 oder 0, A 15 
und ß 15, ^ nnd B 15, A 15 und B und schliesslich 
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beide taben. Die folgende Tafel IV eEthalt fni lUe dirse 
ÄEiiahmen Ah Hoffnungen in Bezjig auf jedes einzelne Spifl 
für ein beliebiges Veibitltniss » zwischen den Kunst teitiekeiten 
der Spieler^'*). 

Tafel IV. 



raokte des 
A 1 B 


Hoffnungen 
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[9[ V. Wie Sie riclitig erkennen, nmas aua der vorstellen- 
den Tafel die Tafel I für zwei Spieler voa gleicher Kimst- 
fertigkeit wieder entstehen, wenn man n = \ setzt. Fttr 
« = 2, 3, 4, . . . liefert die Tafel IV die Hoffnungen zweier 
Spieler, von welchen der eine zwei-, drei-, viermal . . . ge- 
schickter ist als der andere. Ist A z. B. zweimal geschickter 
als ß, so finden Sie für seine Hoffnungen die Werthe: iS, 
wenn Beide Einstand zählen, und -^S, wenn A 30 und 
B 45 hat; in diesen beiden Fällen bleiben mithin für B die 
Hofftiungen \S und -^jrS fibrig, sodass sieh die Hoffnungen 
der beiden Spieler verhalten wie 4 zu 1 , bez. wie 8 zu 7, 
Die Tafel V giebt die Verhältnisse der Hoffuui^en beider 
Spieler für jeden Stand eines Spieles und fflr n ^ 2, 
3, 4. 



[101 



Tafel V. 



A 


B 


Bweima] 


dreimal 


viermal 


45 


45 


4: 1 


9: 1 


16; 1 


30 


45 


8: 7 


27: 13 


64: 21 


15 


45 


16: 29 


81: 79 


256: 169 


Ü 


45 


:)2:103 


243 : 397 


1024:1101 


45 


30 


14; 1 


39: 1 


84: 1 


30 


30 


4: 1 




16: 1 


15 


30 


88: 47 


513; 127 


1856: 269 





30 


208:197 


891 ; 389 


8446:2177 


45 


15 


44; 1 


159: 1 


424: 1 


30 


15 


124: 11 


621 : 19 


2096: 29 


15 


15 
15 


112: 23 
1-G: 07 


297: 23 
891 : 133 


2048 : 77 
49408 ; 3717 


45 


(, 


134: 1 


639: 1 


2124: 1 







392: 13 


1269: 11 


10592: 33 


15 


Ü 


2U: 19 


999: 25 


52608; 517 







208; 35 


243: 13 


51968:1157 



Sie beachten jedoch, dass die beiden leiaten Tafeln nur die 
Hoffnungen in Bezug auf jedes einzelne Spiel angeben. Es würde 
nun noch eine Tafel aufzustellen sein, welche die Hoffnungen 
der Spieler in Bezug auf die ganze Partie enthält, wenn Ä 
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und B aiif mchi'ei'B Spiele spielen, von welchen sie einige 
und ausserdem noch eine beatimmte Anzahl Punkte bereits 
gewonnen haben; diese Tafel wtlrde der Tafel III entsprechen, 
welche die Hoffnungen zweier gleich tflchtigen Spieler angiebt. 
Weil aber die Fortfühnrng der Untersuchung in Buchstabeu 
äusserst mflhsam werden und eine gewaltige Eechnui^ ei-for- 
dern wdrde, so begnüge ich mich au einem speciellen Bei- 
spiele KU zeigen, wie man verfahren muas, um auf abgeküi'ztem 
Wege die gesuchten Hoflhui^en zu flndeu. 

Angenommen, die Partie gehe auf 4 Spiele, A habe ein 
Spiel und noch 15, B aber zwei Spiele und 45 gewonnen 
und A habe die doppelte Spielfertigbeit wie B\ welche 
Hoffnungen, die Partie zu gewinnen, haben die beiden Spieler? 
Zunächst bemerke ich, dass die Hoffnungen, welche die beiden 
Spieler bei Beginn eines Spieles haben, dasselbe au gewinnen, 
sieh verhalten (nach Tafel V) wie 208 : 35 = ^^ : 1; es 
kann also der Spieler, welcher zweimal geschickter als der 
andere ist, ^^- (d. i. fast 6-)mal leichter dieses Spiel ge- 
winnen als der andere. Femer beachte ich, dass nach Be- 
endigung des gerade im Gange beftndliclien Spieles [11] ent- 
weder A 2 und B 2 oder A 1 und B 3 Spiele zählt (je 
nachdem A oder B es gewonnen hat), und also entweder 
beiden Spielern noch je 2 Spiele oder A 3 Spiele und B ein 
Spiel fehlen. Nun ist aber klar, d^s die Hoffnungen der 
Spieler, die noch fehlenden Spiele und damit die Partie zu 
gewinnen, dieselben sind, welche sie haben, ein einzelnes Spiel 
zn gewinnen, wenn ihnen noch ebensoviele Gänge fehlen, 
(d. h, wenn sie entweder 30 zn 30 oder 15 zu 45 Punkte 
haben), wobei allerdings angenommen ist, dass der geschicktere 
Spieler A ebensoviel mals leichter als B ein ganzes Spiel ge- 
winnen könne, als er einen einzelnen Gang gegen B gewinnen 
kann, welches Verhältniss mit n bezeichnet worden wai'. In 
Wirklichkeit kann A aber, wie ich angegeben habe, ^'^-mal 
leichter als B ein ganzes Spiel gewinnen, mid folglich ist 
dieser Wei-th an Stelle von n in die Ausdrticke; 



welche (nach Tafel IV) ^'s Hoffnungen angeben, wenn er 311 
zu 30, bez. 15 zu 45 hat, einzusetzen, um seine Hoflnnngen 
zn erhalten, wenn Ä gegen B 2 gegen 2 oder 1 gegen 
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3 Spiele gewonnen hat mn lil ol Hffiiu 
432Ö4 _ , lb71 Tdböb „ ^ 

44489^""^ fa'> 0309 i ^ ^ ' '' -B ^ mm u 
daaa A gegen B n lern ge ide m bange befiuTI hen Sp ele 
15 gegeu 45 zählt be 1 esem Staul les Sp Is abe hat A 
(nach Tafel V) 16 Fälle n velehen e da Spei gewinnt 
imd 29 Fälle, in Teichen e es erle-t Fo^Ieh hat A 16 
Fälle, lim 2 gegen '> 5p ele nnd ^9 F^Ue um 1 % el gegen 
3 Spiele zu erlangen und h e an e giel t 1 t n Hoff 

nnng der Werth 

43264 ^ ^ 1S71 i(9 
' 44489 ~~~ 



23643278649 

4611964217 ^ 



Für B'a Hoffnung bleibt mithin der Werth: - - .■„--.„.„ ^ . 

2o 64a 278 649 
Es verhalten sich alao die Hoffnni^en beider Spieler zu ein- 
ander wie 19031314432 zu 4611964217, welehes Verhältniss 
ein wenig gi'Össer als 4 ; 1 ist. Aber ich will weiter gehen. 

VI. l^t das Verhältniss der Spielfertigkeiten der beiden 
Spieler bekannt, so kann man berechnen, meviel der eine 
Spieler dem andern vorgeben muss, damit beide gleiche Ge- 
winnhoffnungen in jedem einzelnen Spiele haben. 

Man braucht nur einen Blick anf die Tafel V zu thun 
nnd nachzusehen, an welchen Stellen das Verhältniss der Hoff- 
nungen von A nnd B den der Einheit am nächsten kommenden 
Werth hat. Ist z. B. A zweimal geacMckter als B, so sind 
die Hoffnungen beidei' Spieler am wenigsten von einander ver- 
schieden, wenn A und B 30 hat, sodass also A dem 
B 30 vorgeben kann und dabei noch ein wenig im Vortheil 
bleibt, da seine Hoffnung, das Spiel zu gewinnen, ein wenig 
grösser als die des B ist. Wenn aber A ein di'eimal ge- 
schickterer Spieler als B ist und ihm 45 vorgiebt, so hat B 
offenbar einen merklichen Vortheil voraus; giebt A dem B 
aber nur 30 vor, so behält er ftlr sich einen weit grösseren 
Vortheil voraus; [12] wenn aber ftlr Beide das Spiel möglichst 
gerecht sein soll, so mnss A dem B 45 vorgeben und für 
sich 15 zählen. Ist aber A viermal geschickter im Ballspielen 
als B, so kann er B 45 vorgeben, wobei B ein klein wenig 
im Vortheile ist. Wenn A endlich fünfmal dem B überlegen 
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ist, so kauii er ihm 45 vorgeben und behält für sieh noeh 
einen beträchtlichen Vortlieil voraus, da sich seine Hoffnung 
zu der des B wie y!25 zu 2491 verhält; und so fort. 



VII. Ea fragt sich nun umgeliehrt, um wieviel A dem B 
an Spielfertigkeit Oberlegen sein muss, um ihm 45, 30 oder 
15 vorgeben zu können. 

Um diese Frage zu beantworten, mnss man beachten, dass 
A dem 5, um das Spiel gerecht werden zu lassen, soviel 
vorgeben musa, als nöthig ist, jedem von Beiden die Hoff- 
nung ^ zn geben. Man wird also aus der Tafel IV die Werthe 
entnehmen, welche _4's Hoffnungen augeben, wenn er und 
B 45, 30 oder 15 hat, und diese gleich l- setzen, was die 
. drei Gleichungen liefert: 





?*'+ 3m' + 4?i^ + 4!i^+ am+ 1 






n'^ + in^ + n^ 






«* + 4H^-i-7fö'+8w=-l-7«^ + 4«-|- 1 






«' + 5«»+1l7^= + 5«' 




M'-l-i 


3K»-j- llB=-|- 15«^+ 15^^»-|- Um^4-5 


H+1 


oder 








^0-1- 4?i^ — ÖM»— 8m'— 7«^- 4 


n— 1 
n— 1 



«' _j_5m' + IIa' — 5«' — 15«^ „ iij;3 _ g,j _ 1 ^0. 

Weil die Wurzeln dieser drei Gleichungen, welche den Werth 
von n bestimmen, li'rationale Zahlen sind, so fo^t, tlass die 
Fei-Iigkeiten der Spieler, von denen der eine dem andern eine 
gewisse Anzahl Punkte vorausgiebt, unter sieh incommensurabel 
sind, Die Wurzel der ersten Gleichung ist 4,216 (oder un- 
gefähr 4-^), der zweiten Gleichui^ 1,946 (oder ui^eßlhr l-j\) 
und der bitten Gleichung 1,313 (oder ungefähr l^^); es mnss 
also derjenige Spieler, welcher seinem Gegner 45 vorgeben 
kann, 4-J-maI geschickter als dieser sein; will er ihm aber 
30 oder 15 vorgeben, so mnss er 1.^ bez. l^^-mat geschick- 
ter als dieser sein, [13] d. h, er mnss im ersten Falle 42, 
im zweiten 19 und im dritten 13 Gänge gewinnen, während 
sein Gegner 10 Gänge gewinnt. 
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Wodh A dorn B aber soviel bei jedem Spiele vorgiebt, 
als nöthig iat , um das Spiel für Beide gleich zu macheu, 
so iat es gleiol^Itig, oh sie auf ein Spiel, auf zwei, drei 
oder beliebig viele Spiele spielen. Denn es ist dann ebenso 
wahrscheinlich, dasa Ä ein Spiel gewinnt, ala dass er es ver- 
liert; daaa er zwei Spiele hintereinander gewinnt, als daaa er 
sie verliert, wenn die Pai^fie auf zwei Spiele geapielt wird; 
dass er drei Spiele gewinnt, als dasa er sie verliert, wenn 
die Partie auf drei Spiele gespielt wird; und so fort. 

Vni. Wieviel mehr Spielfertigkeit ala B muss A besitzen, 
wenn er ihm ein halb fünfzehn oder ein halb dreiaaig oder 
ein halb fünfundvi erzig vorgeben wilP^). 

Angenommen, A gebe dem B ein halb fflufundvierzig vor, 
die Partie werde auf zwei Spiele gespielt und B nehme im 
ersten Spiele .^0, im zweiten 45 voraus; falls die Partie wieder 
auf gleiches Spiel kommt, so nehme B von neuem zuerst 30 
und dann 45 voraus und in dieser Weise abweebselnd fort. 
Ferner verhalte sich B'a Hoffnung, das Spiel zn gewinnen, zu 
der dea A wie h zn a, wenn B 30, und wie d au c, wenn 
B 45 vorauageuommen hat. Die Gewinnhoffnnng des A bei 
Beginn der Partie sei gleich z. Was tritt ein, wenn B das 
erste Spiel gewonnen hat? Dann nimmt B 45 voraus, und 
es hätte A nach der Voraussetzung c Wahi'Scheinliohkeiten, 
das zweite Spiel zu gewinueu, gegenüber d Wairscheinlioh- 
keiten, ea zn verlieren. Gewinnt ea A, so sind die Hoffnungen 
beider Spieler wieder dieselben, wie bei Beginn der Partie; 
verliert es A aber, so verliert er zugleich die ganze Partie. 

Fo^lich liat in diesem Falle A die Iloß'nung — 

_ cz '^ + ^'^ 

Hat aber A das erste Spiel gewouneu, so nimmt B dann 
45 voraus und A hat c Wahrscheinlichkelten, das Spiel und 
mit ihm die Partie zu gewinnen, und d Wali^scheinlichfeeiten, 
es zu verlieren und seine ursprüngliche Hoffnung 2 zurückzu- 
erhalten. MithinhatdauuseineHoffnui^denWerth 1 — j — ■ 

Bei Beginn der Partie , wo B zunächst 30 vorausnimmt, 
hat A für sieh a Wahrscheinlichkeiten, in den Vortheil zu 

kommen und damit die zuletzt berechnete Hoffnung — — ;— 
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zu erlangen, rinä b Waliraclieinlielikeiton, B in den Voi-thoil 
kommen zu sehen und selbst die Hoffnung - 
Folglicli ist seilte Hoffnung z bei Beginn der Partie: 
[14] cP+dt et 



acP+[ad+tc)t 



folgt. Da mm vorausgesetzt wai', da^? die Partie mit zn 
-^45 für beide Spieler gleiche Ge^ innan-* -richten darbietet, also 
jeder von ihnen im Anfange die Hoflnumc \ P tat, so muss 



ac = id oder u \ b = d : c. 

Es ei^ieht sich also, dass die Partie gerecht ist, wenn die 
vier Grössen a, b, d, c za einander in Pi-oportion stehen, 
d. h. die Hoffnung des geschickteren Spielers, das Spiel zn 
gewinnen, wenn sein Gegner 30 voraus hat, zu seiner Hoff- 
nung in diesem Spiele sich verhält, wie des Gegners Hoff- 
nung, wenn er 45 voraus hat, zu seiner eignen in dem aweiten 
Spiele, öder anch wenn es zwei-, drei-, viermal, . . . wahr- 
scheinlicher ist, dass der schwächere Spieler das Spiel verliert, 
wenn er nur 30 voraus hat, nnd wenn es im Gegentheil eben- 
sovielmal wahrscheinlicher ist, dass er das Spiel gewinnt, 
wenn er 45 voraus hat. 

Es verdient hervorgehohen zn werden, dass es ganz gleich- 
gültig ist, ob B beim ersten Spiele 30 und beim zweiten 45 
oder ob er umgekehrt beim ersten Spiele 45 und beim zweiten 
30 vorausnimmt. Denn mit Hülfe einer der obigen ganz ähn- 
lichen Rechnung finde ich: 
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acP+[t,e+ad]^ 


(" + ')( 


+ <I) ' 



also scliEesslieli ■wiedenim; 



-,P^ 



*^ ac + bd^ 
wie vorliei'. Folglich sind diejeBigen im Iri'thum, welche sich 
einbilden, daas es vortheilhaft ist, beim erstoa Spiele die ge- 
ringere Tincl erat beim zweiteB die grössere Auzsuhl der vor- 
gegebenen Punkte zii nehmen. 

Weil dieselbe Rechnung stets gültig bleibt, welche Werthe 
auch die Verhältnisse a : h und c : d haben mögen, so folgt 
dai-aus, dass dieselbe Beziehimg 



auch bestehen muss, wenn bei einer Partie ein iialb dreissig 
oder ein halb fünfeehn vorgegeben wii^d. Die Partie ist immer 
gei'echt, wenn abwechselnd die Hoffnung des A in Bezug auf 
ein Spiel die des B übertiifft nnd im folgenden Spiele von 
ihr in demselben Maasse abertroffeii wird, 

Um von dem eben gefundenen Resultate eine Anwendung 
zu machen, [15] wollen wir fdr jede mögliche Annahme die 
Werthe der Buchstaben a, h, c, d bestimmen, was sieh mflhe- 
los ausfahi'en läast. Man hat nnr der Tafel IV die Gewinn- 
hofinimgen des ^, wenn er und 5 45, 30, 15 oder hat, 
zu entnehmen nnd durch Subtraetion dieser Werthe von 1 die 
entspreehendeu Gewinnhoflnnngen des B zu bilden, um schliess- 
lich durch Division für die Verhältnisse der Gewinnioffnungeu 
beider Spieler die Werthe zu finden: 



30 

15 



3) 


^^4n'^ in' + a« + 1 


<jr 




lOii 





15k= + Uw' + 5!i-]- 1 



yGoosle 



Hieraus ;il)er ergiebt sich unmittelbar: Soll tlie Partie mit 
eiuer Vorgabe von |-45 gespielt werdea, so mnss 

« ^ n^ + in^ + n' 

b Ün* + 8?*' + In'' + 4?* + 1 ' 

"d ~ Zn" 4- 'in' + 4ii^ -j- in + 1 
sein; wirtl ^HO vorgegeben, so musä 

[16] a_ ^ «^ + 5>»"+ U«^ + ^cn^ 

6 10«^ 4- 15«' + 11«' + 5m + 1 ' 

^_ '^^ + 4«^ + «^ 

(/ 6?;" + 8k' + 7h' + 4?! + 1 

sein; iiiicl wird sclilicsslicli ^-15 vorgegeben, so miiss 

y '' 
c 
~d ^ 10«' + 15m' 4- llw' + nm + 1 

Setat msin mm diese Wertbe in dif ("ll-'icliimg 

' ac^hd 
ein und multiplicirt dann die Prodnete aus, so erbült man 
nach gehöriger Reduction die drei Üleichui^eii 
K'^+4!i'"+m"— 18wä--48K'— TTji"— 90«'' 

_77^fl_49/(3_233i^— 7«— 1=U, 
?*'ä+9»''+32«"+54«'='+3lM'— 55^^'— 170«' 

— 256«"— 263m=— 193ra*— 102w'— 38m'— 9w— 1=0, 
k"+10«"+47«'*H-I30w^^+221m"'-+220«''+75m* 

— 150«'~335«'— 380«*— 281«^— 140«=— 47k*— 10«— i=0, 

worin die Unbekaainte n das Verhältuiss zwiaeben den Feistig- 
keiten der beiden Spieler angiebt. [17] Wer Mnsse gemig dazu 
hat, mag die Wm'zeln dieser Gleichm^ea genau ermitteln; ieh 
vermuthe, dass sie ungeföhr die Wertlie 2^, Irj^ imd I-jig 
haben. Es mnss also derjeniige Spieler, welcher dem andern 



.!' + 


5ß" 


+ 1 


11m' 


+ 15»' 


a' + 


+ 
5ji 


' + 


+ 
11»' 


5»+ 1 
■ + 5»' 
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^45 vorgiel)t, 27 Gängo, deijeuige, welcher -|-30 vorgiebt, 16 
Gänge UEi3 derjenige, welclier -^15 vorgiebt, 11 Gänge gegen 
10 Gäi^e aeines Gegnere gewiimeu. 

Bevor ieli diesea Paragraphen achliesse, bemerke ich noch 
Folgendes: Wemi der dem Spieler 5 abwechselnd eingeräumte 
Vortheil ao, wie eben angegeben, beschaffen ist, d. h. wenn 
die beiden Spieler durch denselben in jedem Spiele einen be- 
ständ^en Austausch ihrer Hoffnui^en erleben, so ist die Pai-tie 
immer gerecht, nicht nur wenn man sie auf ein oder mehrere 
Paare von Spielen spielt, wie man denken Isönnte, sondern 
auch wenn man sie anf eine ganz beliebige Anzahl ¥on Spielen 
spielt. Dies scheint aus der folgenden Tafel VI hervorzugehen, 
welche die Hoffnungen des Spielers A in jedem Fi^le und 
die bei ihrer Berechnung iuneznhaltende Keihenfolge angiebt, 
wenn die Partie anf 3, 4 oder 5 Spiele gespielt wird und A 
dem B abwechselnd einen kleineren und einen grösseren Vortheil 
einräumt, nämlich den kleineren, wenn die Anzahl der von 
beiden Spielern noch zu gewinnenden Spiele eine gerade ZaM 
ist, und den gi-össeren, wenn diese Anzahl eine ungerade Z;vhl 
ist; im ersteren Falle soll es doppelt so wahrscheinlich aein, 
daaa A das Spiel gewinnt, als dass er es verliert, und im 
letzteren Falle umgekehi-t doppelt ao wahrscheinlich, dass A 
das Spiel verliert, ala dass er es gewinnt. 



[18 und 19] 



Tafel VI. 



Spiele, 
welche 


Die 


Hoffnung 


Spiele, 
welche 


Die 
Summe 


iloffunng 


noch 


dieser 


des 


noch 


dieser 


des 


fehlen: 


Zahlen 




fehlen: 


Zahlen 




A S 


ist 


^ 


A B 


ist 


A 


2 2 


Gerade 


i 


2 3 


U. 


^': 


2 1 


Ungerade 




2 4 


G. 


H 1 


G. 




2 5 


U. 




4 1 


U, 


l 


3 3 


G. 


\ 




G. 


ik 


4 3 


U. 


m 


1 2 


ü. 




5 3 


G. 




1 3 


G. 




3 4 


U. 


i f 


1 4 


U. 


M 


3 5 


G. 


^v. 




G. 


ii"- 


4 4 


G- 




■i 2 


U, 


ll 


5 4 


U. 


Vi'il 


4 2 


G. 




-1 5 


u. 


M 


5 2 


U. 


2\ 


5 5 


G. 


i 
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Die Hoffnnug jedes der beiden Spieler scheint also immer 
gleicli ^ P zu sein, wenn ihnen noch gleichvlelc Spiele fehlen, 
nm die Partie zu gewinnen^^). 

IX. A giebt 430 dem B und -15 dem C vor; wieviel 
kann B dem C voi^eben? 

Da nach dem vorigen Paragraphen die Spielfertigkeit des 
B sich zu der des A wie 10 zu 16 und die Fertigkeit des 
A zu der dea Cwie 42 zu 10 (nach § VII) verhält, so mnss 
mau fo^ern, daaa die Fertigkeit des B zu der des O sich 
wie 42 zu 16 oder annähenid wie 26 zu 10 verhält; fo^lich 
kann nach dem voiigen Paragraphen B ttem C ^45 vorgeben. 

X. A giebt -^30 dem £ und -^45 dem C vor; wieviel 
Punkte kann A dem C vorgeben? 

Da sich die Spielfertigkeit von A zu der von B wie 16 
zu 10 und die \on B zu dei \on C wiö 27 zu 10 (nach 
§ Vni) veih4lt so folgt duieh Multipho ition diesei ^eihalt- 
niase, daaa sich die Spieltertigkeit von A zu dei ^on wie 
432 zu 100 V ihm 1 h lii3 -I ni 1 ^ MI) Vii C 1 
vorgehen kinn 

XI. A ist zweimil gewandtei 1I« b und fünfmal ge^iandtei 
aia C. Folgich ist B ^iiil gewandter ü C uul Icinii ihm 
{nach § VIII) fast -V45 voi^ebeu 

[20] XII. A ist ^ma] geschickter als B und B |-mal ge- 
schickter als C. Folglich ist A ^ mal geschickter als C und 
kauu ihm mithin mehr als -^45 und weniger als 45 voll vor- 



XIII. Kennt mau die Verhältnisse zwischen deu Spielfertig- 
keiten di'eier Spieler ..4, S, C, wcun jeder von ihnen gegen 
jeden andern spielt, so kennt man auch das Verhäitniaa ihrer 
Fertigkeiten, wenn zwei dieser Spieler gemeinschaftlich gegen 
deu dritten spielen. Wir nehmen an, daas die Fertigkeiten 
der drei Spieler durch die Buchstaben l, m, n bezeichnet werden, 
und dass A gegen die beiden andern uud zwar nach Beliehen 
bald gegen B, bald gegen C spielt. Wenn er g^en B spielt, 
so hat ev l Wahrsdieinlichkeitsgi'ade, den Gang zu gewinnen, 

und m, ihn zu verlieren, mithin die Hoffnung -j- -- — ; wenn 
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er gegen C spielt, 30 hat er wiederum / WahrsoheiEliclikeita- 
gi-ade, den Gang zti gewinuen, aber n, ihu zu verÜerea, uud 

mithin die Hoffnung y—- — ■ Da es nun nach der Annahme 

gleich möglich ist, dass A den Ball dem B oder dem C zu- 

sehläfft, 30 hat er einen Fall für ^j—. wid einen für , ■■ , ■ ; 

folglieh hat Ä in Bezug auf diesen Gang die Hoffnung: 



'■^ + ^-^' ij^n ^ 2l^ + l{fa + n) 
2 2 (/ + m) [l + n)' 

und mithin bleibt für die Hoffnung der beiden andern Spieler 
B und G Hbrig: 



2[l + m)[l^n) 

Vevlialten sich also z. B. die Hoffnungen der drei Spieler zn 
einander wie 3 zn 2 zu 1, ao hat A die Hoffnui^ \1 und 
haben B und C zusammen die Hoffnung \^-; ea kann ^4 also 
27 Bälle gewinnen, während die beiden andern zusammen nur 
13 Bälle gewinnen können, und folglich kann ihnen A noch 
mit einem kleinen Vortheile för sieh 30 Punkte vorausgeben, 
wie ana Tafel V ei-sichtUeh ist. Wenn man 

2P^l[m + n) _ lmn^l{m + n] 

setzt, so folgt 

V' = mn. 

Es bietet also die Partie ohne jede Vorgabe völlig gleiche 
Gewinnhoffnungen, wenn die Fertigkeit dea Spielei-a, welcher 
gegen zwei andere apielt, die mittlere Proportionale aus deren 
Spielfertigkeiten ist. 

Daas aber A dem B oder C gleich wahrscheinlich den Ball 
zuspielt, ist nur eine willkürliche Annahme ; in Wirklichkeit wird 
j4, je geschickter er ist, nm ao öfter dem schwächeren seiner 
Gegner den Ball znsenden. [21] Um diea zu bei-üoksichtigen, 
nehmen wir an, dass, so oft A dem gewandteren Spieler B 
p Bälle zuachlägt, er dem achwächeren O eine gi'Össere An- 
zahl, q Bälle zuspielt; er hat also dann p Fälle, die Hoffnung 
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, lind q Fäüe, die Hoß'aung zu erlangen, woraus 

sicli für iJin die Hoffnung crgiebt; 
_l , l 

P + I {p-^q)[l + m){l + n) 

Setzt man wielei we oben füi l m, n die Zahlen 3, 2, 1 
und ausaeidem ^ = 1 §■ = i, so iat die Hoffnung des A 
m Be-iU? luf jeden Bau gle ch -j' iläo grösser als ^l, wolciie 
Hoffnung ei hit isenn ei den BaU ganz willkürlicli dem einen 
odei lern andern seiner Gegner zusendet; A kann seinem 
Gregner jetzt annäheinl i4'i toigeben. Wenn man A'a Hoff- 
ni ng gleiei } inUt ilso 

pl +5^ -\- q!m -{- pln _^ 1 

p!^-{- jl -^pJm-i-qhn-l-pif -\- qln-\-pmn + qm7h 2 ' 
oder 
plm — pln-^-pmn — pl^ =^ qlm — qln — - qm?i + qP, 

30 folgt, dass beide Parteien gleielie Gewinnhoffnungen liaben, 
wenn die Proportion besteht: 

p : q t= [Im —In — mn + l'^) : [Im — ln-\- mn — l^), 

aus welcher man ersieht, daas zu dem Zwecke stets 

ma>r- 
sein muss. 

Aber noch ein Umstand ist zu beachten, welcher einiger- 
maassen den Vortheil des Spielers A, dass er den BaU öfter 
dem achwäoheren Spieler zuschlagen kann, aufwiegt. Da er 
nämlich allein gegen zwei Gegner spielt, so ermüdet er auch 
mehr als jeder von ihnen, und diese Ermüdung wird seine 
Spielfertigkeit und seine Hoffnung beträchtlich yeiTingern. 
Wenn von drei gleich tüchtigen Spielern einer gegen zwei 
Spielt, ao bietet nach der obigen Eeohnnng die Partie ihm 
cfleselbe Gewinnausaieht, wie seinen Gegnern; es ist aber 
wahrscheinlicher, d^a diese gegen ihn die Partie gewinnen, 
wenn man berücksichtigt, daas sie nicht so sehr ermüden und 
jeder nur die halbe Partie vei'fheidigt. Um nun diesen Um- 
stand zu berücksichtigen, muss man die Fertigkeiten der Spieler 
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B lim! C nacli (Ter Zahl der Sehläge bcurtheilcD, welche sie 
gewinnen oder verlieren, wenn sie vereint gegen A spielen, 
nicht wenn jeder für sieh gegen A spielt. Beobachtet man, 
wenn B und C vereint gegen A spielen, dass von den 
zwischen A und B gespielten Bällen die Anzahl der von A 
zu der von B gewonneneu Bälle wie l zu r und [22] von 
den zwischen A nnd C geapielteu BäUen die Anzahl der 
von A zu der von O gewonnenen Bälle wie l zu s sich ver- 
hält, 30 verhalten sich die thataächÜehen Fertigkeiten der drei 
Spieler in diesem Sinne zu einander, wie 7 zu r zn s. Die 
Hoffnungen der di'ei Spieler ergeben sich dann genau wie 
oben, sodass man nur *■ und s an Stelle von m und n in die 
obigen Formeln eijizuftihrcn braucht. 

XIV. Kennt man die Verhältnisse zwischen den Fertig- 
keiten von vier Spielern A, B, C, D, wenn jeder von ihnen 
gegen jeden anderen spielt, ao kennt man aueh das Verhält- 
niss ihrer Fertigkeiten, wenn zwei gegen zwei, z. B. A und 
B gegen C und D spielen. Wir nehmen an, dass ihre Spiel- 
fertigkeiten durch die Zahlen k, l, m, n gemessen werden, 
und daas A (ebenso wie B] gegen C oder D spielen kann. 

Wenn A gegen spielt, so hat er r-j- — , wenn er gegen D 

spielt, j— — WahrscheLnlichkeiten, den Gang zu gewinneu; 

deshalb hat er die Hoffnung 

1 . — ^- -^ 1 . ^ 



2 2(k-\-m] {k-\-n) 

Anf dieselbe Weise findet man für die Hoffnung des B: 



, + '■73:1; 



l+n 2l' + l{m + n] 



2 -2{l + mj{l + n) 

Nun ist 68 aber gleich möglicli, dass A oder B spielt, und 
folglich gieht es ciueE Fall, welcher ihnen die erstere Hoff- 
nnng, nnd einen, welcher ihnen die lefstere Hcffnnng bringt; 
daher haben Beide in Bezog auf einen Gang die Hoffnung: 
2 i' + k {m +n) 2 f + i (m + ii) 
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Verlialten sich z. B. die Fertigkeiten der vier Spieler zu 
einander wie die Zahlen 1, 5, 2, 3, so ist die üoffnimg von 
A und B in Beziig auf jeden Gang gleich m und die von 
und D gleicli fff ; es können also C und Z> den beiden 
Spielern A nnd B fast |-15 vorgeben. 

Multipücirt man die Nenner der vorstehenden Brftche ans 
und eraetat dann 4m« dnroh 4kl, so erhält man 

i k^ + i km + i kn -\- i ?cl ~^ il^ + Um -{■ 4 In -{- i kl 
_ 2^ + ^ + " 2 l+m + n 

^i[k + m + n + l]~^i[k+m+n +J) 



Daraua folgt, daas die Gewinuhoffnungen der beiden Parteien 
einander gleich sind, wenn die Pi-oducte aus den Spielfertig- 
keiten der beiden Spieler jeder Pai'tei einander gleich sind. 
Auch hier musa man die im vorigen Pai-agraphen gemachte 
Bemerknng berücksichtigen, [23] dass nämlich die geschickteren 
Spieler immer bemüht sein werden, die Bälle dem sohwäohei'en 
ihrer Gegner zuzuschlagen, wenn man wünscht, dass die Ge- 
winn aus sichten ganz gerecht auf beide Parteien vertheitt sind. 

XV. Von zwei Spielern A und B kann der eine dem 
anderen eine gewisse Anzahl Punkte vorgeben, er will ihm 
aber diesen Voi-theil lieber in ganzen Spielen als in Punkten 
geben; man will wissen, wieviele Spiele kann er ihm geben? 
Z. B. A kann B 45 vorgeben, will aber lieber mit ihm jedes 
Spiel von an spielen und ihm dafür eine gewisse Anzahl 
voller Spiele vorgeben; auf wieviele Spiele kann er ihm alle 
Spiele bis auf eines vorgeben ? 

Um diese Frige zu beantworten, muss man Folgendes 
beachten 

1) Das mit n bezeichnete Verhältnis» der Spielfertigkeiten 
beidei Spieler (nach S; VII) ist gleich f^i|, da A dem B 
45 voigeben kann 

2) Bei Beginn eines Spieles, wo also jeder von beiden 
Spielern hat ist das Verhältniaa ihi'or Gewinnhoffnungen 
beztighch dieais Spieles (vgl. S. 124) gleich 
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3) Um den Zahlen\vertL dieses Verliältnissos zu beätimmeii, 
wenn man darin n = yvi^ seM, Isaun man sicli der Loga- 

7114529 
itlimen bedien u inl findet dann leiclit den Wei-tli ,„. .^ ■ 

134107 
flu dasselbe welchen wii' mit m bezeiehneL wollen. 

Nun be=ttimm€n ^ r der Reihe nach die Hoffnimgen, welche 
4 m Bezi^ aif die ganze Partie hat, wenn ihm, nm zu ge- 
winnen, noch 1, 2, 3, 4, . . . Spiele fehlen, während dem B 
stets nni- ein Spiel noch fehlt; ans dem leicht erkennbaren 
Gesetze, nach denen die Werthe dieser Hoffnnngen fortsohiei- 
teu, ergiebt aioh der Werth von A'b Hof&inug, wenn ilim noch 
X Spiele fehlen. Wenn dem A, ebenso wie dem B nur ein 
Spiel fehlt, Beide also Spieleinstand zählen, so ist nach dem 
im § IV Gesagten leicht zu schliesaen, dass A''s Hoffnung 
gleich 

ist Fehlen A noch zwei Spiele, so hat er offenbar m Fälle, 
duieh welche ei wiedei Spieleinstand, ebenso wie B zählt, 
indem ei das nächste Spiel gewinnt, und einen Fall, welcher 
ilin di^aea fepir'l nnd 7ugleirh die Ptitie verlieren lässt; folg- 
lich hit seme Hofinuug den Wtith 



m+ 1 K-fl) lm+ 1) 

Wenn A noch drei Spiele fehlen, so ist ebenso klar, daas m 
Fälle vorhanden sind, welche ilm d^ nächste Spiel gewinnen 
lassen, sodass ihm also nnr noch zwei Spiele fehlen, und dass 
es einen Fall giebt, welcher ihn das nächste Spiel und mit 
ihm die Partie verlieren lässt; [34] fo^lich ist seine Hoff- 
nung gleich 



m+1 [,n-'^i)[,n+lY 

Bei vier noch fehlenden Spielen hat A wiederum m Fälle, 
welche ihm die eben berechnete Hoffnung geben, und einen 
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Fall, welcher ihn die Partie verlieren l^st; foIglioL iat seine 
Ilojfming: 



«+1 



'{m^+l){m+lY 



Mit einem Worte; Wieviele Spiele auch A noch fehlen mögen, 
seine Hoffnung iat immer gleidi einem nlmÜLh gfbiiiten Biuohe, 
in welchem der Exponent von m um eine Einheit grosaei und 
der Exponent von [m-^ 1) um eine Einheit klemei als die 
Anzahl dieser Spiele ist. Folgheh ist w enn A noch i Spiele 
lind B noch 1 Spiel fehlen, d h ^ seinem Gegnei 5 (' — t; 
Spiele vorgiebt, seine Hoflnimg gleich 



K+I)(m+1)-' 

Da hei diesem Stande die Paiiie für beide Spieler nach mi- 
serer Annahme die gleichen Gewinnaus sichten bieten soll. 



lm' + l}{m+l)- 



sein, woraus, indem m 
für X der Werth folgt: 



beiderseits die Logarithmen nimmt, 
1) + log m + log 2 - log jm' + 1) 



Um nun dii 
man nur noch i 



log[w+ 1) — logm 

Frage vollständig zu beantworten, braucht 

7114 529 
dieser Formel m ^ ■ ■--■ zu setzen; 

man findet, dass x ein wenig grösser als 38 ist*). [25j Es 
binn Iso le jen e el her dem Ande m 4 lu jedem Sp le 
vo gel n kann hm I s a anaen Sp 1 n a f 36 Sp le 

vo „eb n wenn Be le ] des Sp 1 on n sj eleu woU n 
H e a s t e hthch la e nen wesentl h n Unt 
seh ed usmacht b Teman 1 e nem Ande n a t vi Tu 



) S wuU eht d e 
Eaume p n s h 
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y Google 



134 Jakob Bernonlli. 

drei Gäuge oder auf vier Spiele drei Spiele vorgiebt; denn 
wie wir eben gesehen haben, kann degenige, welcher aeiuem 
Gegner 45, d. h, di'ei Gänge von vieren vorgehen kann, ihm 
weit mehr als drei Spiele von vieren vorgehen. 

XVI, Wenn der Spieler A seinem Gegner 45 vorgeben 
kann, so lässt sieh anoh die Frage aufwerfen, auf wieviele 
Spiele er ihm alle Spiele bis anf ein einziges und ausserdem 
noch in jedem einzeliien Spiele 15 oder 30 vorgeben kann? 

Um diese Fi'age zu beantworten, brauchen Sie nur an 
St«Ue von 

n' -\- bn'' + iin^ + 15k' 



[dem Verhältnisse der Hoffnungen beider Spieler, 
mit Punkten beginnen] zu setzen; 



»' + 


5w' + 


11«' 


' + öl 


«" 


10»'+ 1! 


!«■ + 


llw^ 


+ 5.; 


1+ 1 


u 


+ 4» 


' + 


»• 





ö,,' + Sh^ + 7w^ + 4m+ 1 

(die Verhältnisse der Hoffnungen beider Spieler, wenn £ 15 
oder 30 und A tat, wie man aus der Tafel IV findet). In 
diesen Ausdrücken setzen Sie wieder n = j-^^^ rmd finden 
dann fiii da? mit >?> hezeiclinete Verhältniss ; 

67flS590 , 1 125963 



oder m 



sich, ganz wie oben, die Werthe "i 
welche angenähert sind: 



sodass A seinem Gegner B elf von zwölf Spielen und noch 
15 in jedem Spiele oder drei von vier Spielen und noch 30 
in jedem Spiele voi^eben kann. 

XVII. Wenn A dem B 30 vorgeben kann und man wissen 
will, wieviele ganze Spiele er ihm vorgeben kann, so muss 
man nur den Wei-th von n in {^^- (nach § VH) umänderen 
und dann wie oben verfalireu, um den entsprechenden Werth 
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von K zu finden. Man findet, dass er ihm ui^eßlliv vier von 
fünf Spielen vorgeben kann, wenn Beifle jedes Spiel von 
an spieleu, oder dasa er zwei von drei Spielen and noch 15 
in jedem 8piele vorgetien kann. Wenn A dem B nur 15 
vorgeben kann, so hat n (uaeli § Vn) nngefähi' den Werth 
liMi ^'^^ [^^] "^^"^ findet, daaa er ihm nur ein Spiel von 
zweien vorgehen kann, wenn er mit B jedes Spiel von an 
spielen will. 

XVIII, Man kann verechiedene Fi-agen aber die Bisqnea^^) 
aufwerfen, welche von der einen Partei der anderen vor- 
gegeben amd und von dieser, wann es ihr giitdfinkt, benutzt 
werden. Z. B. kann man fragen: Ist es in einem bestimmten 
Falle voi-theilhafter, seine Bisque zu nehmen oder aie nicht zu , 
nehmen? Sind zwei Bisqaes auf vier Spiele vortheilbafter 
als 11 &? Oder sind 15 und zwei Bisques mehi' werth als 
.^30? und ähnliche Fragen. Da nna diese Fragen aber zu 
weit führen wtirden, so will ich sie nicht alle aufnehmen und 
mich begnltgen, nur ein wenig bei der ersten zu verweilen. 

Wir nehmen an, dass die beiden Spieler nur auf ein Spiel 
spielen, dass die Geschicklichkeit von A zu der von B sich 
verhalte wie «zu J , wo n gleich l oder von 1 verschieden 
sein kann, und dass B dem A eine Bisque vorgiebt (denn 
obschon dies nicht flblich ist, wenn man weiss, dasa die 
Spieler gleiohwerthig sind, so kann es oft geschehen, dass B 
(He, Spielfertigkeit des A nicht kennt, weil dieser vorher sein 
Spiel veratellt hatte, oder dass A aie unbedingt zu erhalten 
verlangt, oder dass A sie erhält, weil er das vorhergehende 
Spiel, welches ohne jede Vorgabe gespielt wurde, verloren hat, 
obgleich beide. Spieler, wie man weiss, sonst einander gleich 
sind); weiter nehmen wii- an, dass A und B Einstand 
haben, und daas A seine Bisque noch nicht genommen hat. 
Wir fragen dann nach seiner Gewinnhoffnuag und ob er besser 
thut, seine Bisque zix nehmen oder aie längere Zeit aufzuheben. 

Zu dem Zwecke stellen wir die folgende Ueberlegung an. 
Nimmt A seine Bisque, so ist er im Vortheile, hat aber dann 
keine Bisque mehr; folglich ist seine HolTnung (nach Tafel IV) 
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Nimmt ei' aeiao Bisque nicht, ao kann er den nächsten Gang 
gewinoen oder veiiiereu. Wenn er iJin gewinnt, so hat ev auch 
das Spiel gewonnen, denn da er dann im Vortheile ist, so 
wird er nicht sänmen, seine Biaqne noch hinanzunehmen ; ver~ 
liei't er den nächsten Gang, so hat er zwai' noch seine Bisque, 
abei' B ist im Vortheile, und da uns bei dieser Lage der 
Dinge -<4's Hoffnung wegen der Bisque noch unbekajmt ist, 
so nennen wir dieselbe y. Da nun A nach der Voraussetzung 
n Fälle hat, welche ihn den Gang gewinnen lassen, uud einen 
Fall, welcher ihn desselben verlustig gehen lässt, so ist seine 
Hoffnung, wenn er seine Bisque nicht nimmt, gleich 

WLpra dps ^ 311 echtes welelif'' die Bisques besitzen, kann 
ab-'i 4 nai h W llkui seine Bisque nehmen oder nicht nehmen, 

[27] (1 h 1 kann gleich leicht /^"t '^"^ " ^ oder ^^ 

eiwLiben Deshalb hat ehe ei sieh entschieden bat, seine 
Hoffnung i\ eiche wu v nennen den Weitk: 

^= n^ + n' + n n + y 

1n^ + 2?^^ + 2« + 2 ^2^+2 
Um die Hoffnung y zu fiuden, muss mau eine Ihuliche üeber- 
legung anwenden. Wenn A seine Bisque nimmt, so haben 
beide Spieler Einstand, und A b^t kerne Bisque nielii folg- 
lich hat er (nach Tafel IV) die Ilnfinune 

"* + 1 ■ 
Nimmt A seine Bisque nicbt und gewinnt er den nächsten 
Gaug, so gewinnt er die Hoffnung ä, weil das Spiel auf Ein- 
stand steht und er noch seine Bisque hat; verliert aber A 
diesen Gang, so verliert er auch zugleich das Spiel. Fo^lich 
ist seine Hoffnung in diesem Falle gleich 

n-x+ l ■ _ nx 



Da nun A seine Bisque uach seinem Beheben nehmen oder 
nicht nehmeii, d, h, -^— PT "^^'^ " x_ V erlangen kann, ao 
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st \ur Jieapi Entgeh il\uig sl. at, Hoffnung, welche wiv mit ]/ 
bezbi 1 1 et li itten le li 



Setzt man diesen We tli von y in die oben i\\r . 
Weichling ein so eigiebt ich schliesslich; 

[■ + l){l,' + ^,f + in] 



■ + l)(4»' + 7»+4) 
iiml folglicli aus der letaten Gleicliiiiig: 

«'(4ii' + hn + i) 
(„• + l)(4„' + 7,, + 4) ■ 

Wenn also das Spiel auf Einstand steht, so bietco 
drei Grössen dar: 



y = 



(„+ !) (4# + 3«-+4») 
■ («■+l)(4»' + 7« +4) ■ 



welche die Hoffnung des Ä für die drei Annahmen h 
daas er seine Biaqne nimmt, dass er sie nicht nimmt, und 
daas er noch unentaehieden ist, ob er sie nimmt oder nicht 
nimmt (der Werth dieser lelateren Hoffnnng liegt in der Mitte 
zvdachen den Wei-then der beiden anderen). Da nun, nach- 
dem man die drei Grössen auf den gemeinsamen Nenner ge- 
bracht hat, sich zeigt, daas die erste derselben grösser als 
die dritte ist, so folgt, [28] dass sie um so mehr gi-ösaer als 
die zweite ist, und dass mithin A besser thnt, seine Bisque 
zu nehmen, als sie ftir eine spätere Gelegenheit aufzidicben. 
Untersucht man die drei folgenden (' 



.^-1- l' 



- und 



i'[in^ + Sw + 4) 



(«^ + 1 



■'^In^AY 



welche bei dem obigen Verfahren gefunden wurden und die 
Hoffnungen des A für die drei genanuten Annahmen darstellen, 
wenn B im Voi-theile ist oder (was dasselbe ist) 45 gegen 30 
hat, so bemerkt man, dass der erste Wei-th ebenfalls grösser 
als die beiden andern ist; auch bei diesem Staude des Spieles 
thut also A noch besser, seine Bisque zu nehmen. 
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Sie können eadlich durch diegclbon Ueborlegiingen die Hoff- 
nungen des Spielers A für jeden anderen Stand des Spieles 
finden, also wenn B 45 gegen 15, oder 45 gegen 0, oder 30 
gegen 15 hat; die Mtlhe ist sogar geiinger als vorher, wenn 
Sie der Reihe nach diese Bereehnnngen ausführen, da Sie bei 
dem Verfahren dann nur auf schon berechnete imd daher be- 
kannte Hoffliungen znröckkommen. Ich begnflge mich damit, 
Ihnen in den drei, mit I, II, III Uberachi-iebenen Columnen 
der folgenden Tafel VH die Hoffnungen fflr zwei gleich 
geschickte Spieler anzugeben, und zwar in der ersten Colnmne 
für den Fall, dasa A seine Bisque nimmt, in der dritten, dass 
er sie nicht nimmt, und in der mittleren, dass er noch un- 
entschieden ist, ob er sie nimmt oder nicht. Man bemerkt, 
dass die Brüche der ersten Colnmne durchweg ein wen^ 
gi'öaser als die der beiden andern sind; daraus lässt sich 
schliessen, dass es für A stets yortheilhafter ist, seine Bisque 
zu nehmen, als sie längere Zeit aufzuheben. 



[29] Tafel VII 

A und B sind zwei gleich geschicl te Spieki und A hat eine 
Bisque zu nehmen 



Punkte (lea 


Hoftuun^en des 4. 




A i Ji 


I 1 II 


ni 




45 1 45 


a 


« 


j 


■1! 


30 


45 




H 


t 


V 


15 


45 




Ar 


s 


H 





45 




ia 


!> 


B 


30 


au 




K 


f« 


fi 


15 


30 




* 


!s 


i 


Ü 






ffi 


T% 


iS 


3U ' 15 


1 


1 8 


« 


H 


15 1 IG 


K 


M 


m 


*l 






1 S 


m 


■M ü 
15 1 ü 




tu 


1 


Ä\ 








i 


HS! 


«ä 



XIX. Die Berechnung des vorigen Paragraphen setzt voi-- 
aus, dass der Spieler A seiner Bisque völlig indifferent gegen- 
übersteht lind also immer ebenso geneigt ist, sie zu nehmen, 
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wie sie nicht zu nehmen. Obgleich es nun völlig in ^'s Be- 
lieben steht, bei welchem Gange er seine Biaque nehmen will, 
ao ist ea, wie hei-vorgehohen werden mnas, nicht immer gleich 
wahi'ächeuilich, daas er aie nimmt, da es Gelegenheiten giebt, 
bei denen er sie besser als bei anderen verwerthen kann. 
Dica ist vielleicht nicht der Fall, wenn man spielt, ohne 
Schassen zu machen, wo ich keinen Grund entdecken kann, 
welcher ihn veranlassen sollte, die Bisqne nur um einen Gang 
aufzuschieben. Wenn aber Schassen gemacht werden, so giebt 
es Gelegenheiten, hei welchen man die Bisque so nützlich vev- 
werthen kann, dasa sie faat die Stelle von 30 veiiritt. Denn 
wenn A eine schwierige Schass zn gewinnen hat, so iat sie 
ao gut wie verloren für ihn; indem er also seine Bisque 
nimmt, hindert er nicht nur seinen Gegner, 15 zu gewinnen, 
sondern er gewinnt selbst 15, w^ ihm mithin 30 wei-th ist. 
Da also die Beatimmnng der Hoffnungen der Spieler, welche 
die Beti'aohtung der Bisquea erfordert, von der besonderen 
Beachaffenheit des Spieles, von der Mannigfaltigkeit der Sehassen 
und selbst von der Lanne der Spieler, welche Regeln nicht 
beachten, abhängt, so ist es schwielig, sich zuverlässige Wei^the 
für diese Hoffnungen zu verschaffen. Hier lasse ich das Ver- 
fahren folgen, dessen ich mich bedienen würde, wenn auf 
Schassen Eflcksicht zu nehmen ist. 

Wir nehmen an, daas die Spieler entweder beide 30 oder Ein- 
stand zählen und dass es eine fflr den einen Spieler schwieriger 
als fflr den audeim zu gewinnende Sohass giebt (die Anzahl 
der Male, welche man A eine Schass hat gewinnen sehen, soll 
aicli zu der Anzahl der Male, welche man £ eine solche hat 
gewinnen sehen, verhalten wie )re zn 1, wo m von 1 ver- 
schieden ist), obschon sonst beide Spieler gleich geschickt sind. 
Es ist zu beachten, daaa A, wenn er ohne aeine Bisque zu 
nehmen, die Sehaas gewinnt, auch das Spiel gewinnt, da er 
nicht versäumen wird, nach gewonnener Sehass seine Bisque 
zur Geltnng zn bringen; wenn A die Sch^s verliert, so zählt 
B vor fflr sich, aber A hat noch seine Bisque znrflckb eh alten, 
welche ihm (nach der Columne II der Tafel VH) die Hoff- 
nung J^ gielDt. Da nrm der Spieler A nach der Annahme 
711 Wairacheinlichkeitsgrade hat, die Sehass zu gewinnen, gegen 
einen, sie zn verlieren, [30] so iat die Hoffnung, welche er 
besitzt, wenn er aeine Biaque nicht nimmt, gleich 

m-\-l 30 m + 30 ' 
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Simmt er aber wpine Bi^quc , so ist keine t?cliass mehr vor- 
handen nnd seine Hoffunng findet sit-h [in der Coluiune I der 
Tafel Vn) gleich |. Ich habe also nur zu ermitteln , welcher 
von den beiden Brüchen, 

30 m + 13 3 



30 m4- 30 






grösser als der andere ist. Setzt man beide Biliche einander 
gleich, so ergiebt sich für m der Werth \%. Fiii- A ist es 
also günstiger, seine Bisque noch aufzuheben, wenn m >■ -^ 
ist, und sie zu henufaen, wenn m <^ \^ ist; ist aber m = \^, 
80 ist es filr A gleichgültig, ob er sie nimmt oder nicht, 

Kehmen wir dann an, dasa A SO zu 45 z'ihlt, d h also 
B im Yortheil ist, und dass dieselbe Sehias au gewinnen ist, 
so zählt A offenbar Einstand, wenn ei sie ge"ft mnt, ohne seine 
Bisqne zu vei-werthen; fo^lich hat ei (nach Oolmnne n der 
Tafel VII) die Hoffnung f|. Verfielt A abei die Soh-ws, so 
verliert er auch das Spiel. Da ei nun m F^Ie hat sie zu 
gewinnen, und einen, sie zn ycilieitn, so hnt li, A^eun u die 
Bisque nicht benutzt, die Hoffnung 

^ H+1 _ 11«^ 



Nimmt ndemfalls 4. leine Bi^que, «o zlhl n beide Spieler 
Eiustiiid, und dt keine Sthass mehi dt ist so hat j od er von 
ihnen die Hoffnung \ Ans 



U»i+15 2 

ergiebt sich m=^Af'-. Für A ist es mithin vo tjcilhiftPi 
seine Bisque aufzuheben oder sie zu verwerthen je nachdem 
m grösser oder kleiner als -Y" ist; füi' m,^-^ ist es gle eh 
gültig, was er fhut. Wird die Wahi'sclieinlichke t w elehe der 
Spieler A für das Gewinnen einer Schasa hat d oh e ne 
zwischen \^ imd -^^f- gelegene Zahl dai-gestellt, =(o st es für 
ihn günstiger — wie man aus dem Obigen uoeh ^ e ter folgern 
kann — , seine Bisque noch aufzuheben, wenn Spelemstand 
gezählt wird, und sie zu nehmen, wenn B im \o thel ist 
Auf diese Art habe ich alle andern Zahlen der letzten Columne 
der Tafel VII bestimmt, mit Hülfe deren sich also entsche den 
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lässt, wann der Spieler A seine Bisque vei-werthen oder noch 
aufhoben miiss, Ist Ä^ WahracLeinlichfeeitj eine 8ohaas zu 
gewinnen, grösser als diese Zahl, so thnt er bessei', seine 
Bisque anfeuheben; ist sie dagegen kleiner, so ist es für ihn 
vortheilhafter, seine Bis que zu bciiufaen; ist seine Wahi-nchpin- 
lichkeit gleich dieser Zahl, so kann er ohne Schaden thnn. 
was er Lust hat. 

[31] XX. Es evflbrigt mir noch, von den Services zu 
sprechen nnd von dem Vortheile, welchen man davon bat, 
sie zu geben. Sie wissen, dass der erste Sehlag bei jedem 
Balle, welchen man auf das Dach spielt, SeiTice (Aufsehlag) 
heisst. Der Spieler, welcher ihn thut, acheint einen Vortheil 
gegenüber dem, welchei' ihn empfäi^, zu haben nnd zwar 
aus zwei Gründen; erstens weil der Sei-vice-Schlag, bei welchem 
man den Ball aus der Hand giebt, ein sicherer Schlag ist, wäh- 
rend die weiteren Schläge, bei welchen der Ball dann in der 
Luft getroffen werden muss, leicht missglileken können; zweitens 
weil deijenige, welcher den Ball aufschlägt, seinen Gegner eine 
Sehass machen lässt, wenn er ihn bei den ferneren Schlägen fehlt, 
während der Eüokschlftger, wenn er ihn fehlt, 1 5 verliert (wenig- 
stens, wenn der Ball in das Spiel eintiitt, denn ich wUl aus Furcht, 
zu weitschweifig zu werden, nicht über die Schassen de vers 
lejeu^*) sprechen; es genügt mir, Ihnen im Grossen und Ganzen 
den bei dieser Untersuchung einzuhaltenden Weg zu zeigen). 

Wir nehmen an, dass zwei Spieler A und B vorhanden 
sind, dass A aufschlägt, und dass man A einen Fehiachlag 
auf p gelungene Schläge imd B einen Fehlschlag auf q ge- 
lungene Schläge hat thun sehen, ferner bezeichnen wir mit 
y die HoiTuung, welche A hat, den Ball zu gewinnen, wenn 
die Reihe zu spielen an ihn kommt, und mit s die Hoffnung, 
welche er hat, wenn B spielen muss. Zunächst sehen wir 
zu, was aus diesen Hoffnungen wird, wenn ohne Schassen zu 
machen gespielt wird, d. h. wenn der Gang unbedingt ffir 
denjenigen, welcher den Ball spielen sollte, ihn aber gefehlt 
hat, verloren ist. Nach den soeben getroffenen Festsetzungen 
erkennt man leicht, dass A, wenn er spielen muss, einen Fall 
hat, welcher ihn den Gang verlieren lässt, nud^ Fälle, welche, 
da sie ihm seinen Schlag geUngen lassen, B in die Noth- 
weudigkeit zu spielen versetzen und folglieh ^'s Hoffnung y 
in die Hoffnung z verwandeln. Wenn dagegen die Eeihe zu 
spielen an B kommt, so giebt es einen Fall, welcher A den 
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Gang gewinnen lasst (dadurch ciass B ihn verliert), nnü q Fülle, 
welche wieder A zu spielen nöthigen nnd ihm die Hoffnung 
y zurtlekgeben. Ich habe mithin einerseits 

1 • 0+^ ■ z psi 

y — ~i+j3 ~ r^p 

und andrerseits 

1+j " 1+y ' 
woraus folgt: 

"1 + ^ + 4- 

Da nun aber [32] dem Spieler A aein Serviee-ScMag nicht 
missglllcken kann, so folgt, dass man diesen Schlag nicht mit- 
zählen darf und bei der Berechnung seiner Hoffnung, bevor er 
ihn thnt, denken mnss, B sei an der Reihe zu spielen. Folg- 
lich ist ^'s anfängUche Hoffnung, den Ball zu gewinnen, gleich 

— — und daher ^'s Hoffnung gleich — ; — - — ; — , so- 

1 -\-p-\-q ^ ^ 1 +p-i-q' 

dass sich die Hoffnungen Beider zu einander verhalten wie 
1+p zn q. 

Wenn z. B. bei zwei gleich geschickten Spielern auf 1 gelun- 
gene Schläge ein Fehlaohlag zu treffen pflegt, so ist ^ = y = 10, 
nnd fo^lieh ist der Aufschläger dem Kflckachläger gegenüber 
im Verhältniäs 11 au 10 im Voi-theil. Dieser Vortheil ist um 
so gi'össer, je weniger geschickt die Spieler aind, und um ao 
kleiner — ja er Itaun aogav völlig verschwinden — je ge- 
schickter die Spieler sind. 

XXI. Nun verbinden wir hiermit noch die Beti'achtung der 
Schasaen, aber ohne uns um ihre Verschiedenheit zu kümmern, 
indem wir annehmen, dass alle Schassen unten im Ballhause 
gemacht werden und dass alle Bälle, welche Aber das Netz 
weggehen, sie gewinnen können. Sie wiaaen, daaa die Spieler, 
wenn es Schasa gieht, ihre Plätze vei'tauschen, und daaa der- 
jenige, welcher die Bslle aufgeschlagen hat, verpflichtet iat, 
sie nachher zui'ückziiachlagen , nachdem jeder auf die andere 
Seite des Spielhauses gegangen ist. Es sollen nun die vier 
Buchstaben v, w, y, z die Hoffnungen dea A in den vier ver- 
schiedenen Momenten bezeichnen: nämlich die beiden ersten 
Buchstaben ü und x, bevor die Schass gemacht wird, die andern 
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(/ imd nack dei Sfhiss ■wenn dip Spielei ih\c PI t&t ^e 
wechselt haben dei erste Buchstabe t und dei djitte / ^( eirn 
A zu spielen hat, iind der zweite % imd dei vieite z wenn 
B spielen mu-^s Wenn Sie die SehlussfolgeiunR dos vorigen 
Paiagiiphen veistinden hiben to weideu ''le ohne Miihe lie 
Eiditiekeit dei folt^enden viel Gleichnugi^n lusehen auch Thne 
dass aie hie mhei begründet werden 

i+P i-+p' 

^_ 1-1+g.^^ ^l + g« 

i + q 1 + g' 

_ 1 ■ 0-\-pz _ p» 
'■' ~ i-^p ~ \+p' 

^ !■ ^ + 1-!/ ^ 1 + gy 

1+5 1+5 



[33] , ^ . i» 

^ 1+7^ + ^' 

l + 2;> + 5+^^+2/)y 

(l+i' + ^r 
also 

Mithin muas man schliessen, d^s ^'s Hoffiiung zu der Zeit, 
in welcher B von ihm den Service-Schlag erhalten musa, sich 
zu der von B verhält wie 1 + 2^ + 5 +/>' + 2p5 zu 
5 + 5^. Wenn ^ =j §■ ist, so bemerken Sie, dass dieaes 
Verhältniss sich umsomehr dem Werthe 3 annähert, je grösser 
der Wei'th von p ^ q ist ; von zwei Spielern, welche gleich und 
vollkommen gut spielen, hat alao der Aufschläger ungefähr 
dreimal mehr Hoffnung, den Gang zu gewinnen, als der Kllelc- 
achläger. Dies gilt aber nui', wie Sie wohl beachten müssen, 
unter der Annahme, daas kein Unterschied zwischen den 
Schassen gemacht wird und dass solche, welche man de vers 
le jeu neuut, nicht zugelassen weiden; lässt man diese beiden 
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Aniialiiuou fiilleu , so wird A'ä VorÜieil beti'ilelitlicli 
mindert. 



XXII. Ich darf dieäea Brief nicht acliliessen, mein Herr, 
oluie gewissen falschen Sohlusafolgerungen , auf welche man 
bei diesem Gegenataade verfallen Icaiin, vorgebeugt zu haben 
in der Befürchtung, dass sie durch ihi'en trügerischen Glanz 
blenden und an der Zuverlässigkeit der oben aufgestellten 
Principien Zweifel entstehen lassen könnten. 

In dem Paragraphen VII wurde gefragt, wieviele Male A 
geschiekter als B sein muss, nm ihm 45 vorgeben zu können. 
Es könnte nun Jem'ind folgeudermaassen achliessen wollen: 
Wenn B gegen emen dritten Spieler C, weleLer dieselbe 
Spielfertigkeit wie er seibat besitzt, spielen und 45 zu zählen 
würde, so verhielten sieh die Hoffnui^en beider Spieler B 
und O nach Tatel I wie 15 zu 1, d. h. 5 würde 15 mal 
das Spiel gewinnen können, während C es nur einmal könnte. 
Wenn A dem B eine Voigabe von 45 giebt, so ist aber die 
Partie gerecht, d. h. wenn B 15 mal das Spiel gewinnt, 
so kann auch A es 15 mal gewinnen. Würden nun A und 
Cvon an spielen, so könnte A \ö mal das Spiel gewinnen, 
während es C ma einmal kann; folglich mtisste A 15 mal 
geaebiekter im Spielen sein als C oder (was auf dasselbe 
hinausläuft) als B, während durch das obige Verfahren ge- 
zeigt wurde, dass A nui' 4^ mal geschickter als B sein muss, 
— Hierauf antworte ich, dass diese Ueberlegung, wenn sie 
ebenso einleuchtend wäre, [34] als aie ea nicht ist, die falsche 
Folgerung zieht: »folglich mflaate A 15 mal tüchtiger im Spielen 
aein . . .«. A, welcher B 45 Punkte voi^zugeben im Stande 
ist, kann, wie ich zugebe, 15 Spiele gegen ein Spiel seines 
Gegners gewinnen, wenn Beide von Punkten an spielen, 

7114 529 
denn A kann sogar (nach § XV) -— - , d. h. mehi' ah 

50 Spiele gewinnen. Aber es folgt daraus nicht, dass er 15 mal 
spielgewandter ala B ist, da es sehr wohl sich ereignen kann, 
dass er 15 oder sogar, wenn Sie wollen, 50 Spiele g^en 
eines gewinnt, ohne daas er mehr als 4 oder 5 mal mehr 
Gänge gewonnen hat; dies hat dai'Ln seineu Grund, daas alle 
Gänge, welche B während eines für ihn ungünstig auagehen- 
den Spieles gewinnt, nieht gezählt worden sind, während aie 
gleichwohl zusammen den vierten Theil der von A gewonnenen 
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Gänge auamachen können. Beacliten Sie daher, dass die 
Fertigkeiten der Spieler besser dnxeh die Anzahl der Gänge, 
welche jeder gewinnt, gemesaen werden als durch die Anzahl 
der von jedem gewonnenen Spiele oder Partien, wenn jedes 
Spiel von Punkten an gespielt wird. 

In dem Paragraphen XIII wnrde nnteraucht, um wieviel 
apielge wandtet A geschätzt werden muss, wenn er gegen zwei 
andere Spieler B und C spielt und ihre Fertigkeiten sich 
verhalten wie die Zahlen 3, 2, I. Es durfte sehr wohl Leute 
geben, welche aich hier eines aua der Misehnngareohnniig her- 
genommenen Analogieschlusses bedienen wurden. Wenn mau 
z. B. drei Soi1«n Wein hat, deren Preise sieh wie die Zahlen 
3, 2, 1 zu einander verhalten, so ist sicher, dasä der Pi'cis 
einer aus gleichen Theilea der beiden billigeren Sorten her- 
gestellten Miachimg gleich 1^ iat, und daaa folglich der Preis 
der besten Sorte zu dem dieser Mischung sich verhält wie 
3 zu 1^ oder wie 2 zu 1. Ebenso, sage ich, würden jene 
Leute denken, dass die zwei Spieler B und C, welche ge- 
meinschaftlich gegen den dritten Spieler A spielen (indem 
sich ihr Spiel gleichsam miacht), für einen Spieler angesehen 
werden könnten, und dass folglich die Spielfertigkeit von A 
auch das doppelt^3 von derjenigen der beiden andern Spieler 
zusammen aein müaate. Noch Ändere würden vielleicht so 
achliesaen: Da nach der Annahme A drei Gänge gewinnt, 
wo B nur zwei gewinnt, und noehmala drei da gewinnt, wo 
C nur ein Spiel gewinnt, so folgt, dass er sechs Spiele ge- 
winnen nmas, wenn die beiden andern zusammen 2 -|- 1 = 3 
Spiele gewinnen. Folglich musa auch seine Spielfei-Iigkeit 
doppelt so gi'osa sein als die der beiden andern Spieler zu- 
sammen, wie aoehen schon durch die andere Schlussfolgenmg 
gefunden wurde. Dem aber steht die Berechnung des Para- 
graphen Xni entgegen, welche ergab, daas .^l's Hoffnung mehr 
als doppelt ao gi'Oss wie die seiner beiden Gegner iat. — 
[35] Auf die beiden obigen Ueberlegungen kann ich mit 
wenigen Worten antworten: Eratena beweisen Analogien nichts, 
wie Sie wiasen. Zweitens widerapreeheu diese Ueberlegungen 
der Annahme, welche man vernünftigerweise machen muss, 
daaa A ebenao viele Male oder Öfter gegen C als gegen B 
spielt; bei diesen obigen Ueberlegungen ist aber ganz das 
Gegentheii der FaU, weil dort A in füirf Gängen, von denen 
er drei gewinnt, gegen B und nur in vier, von denen er 
ebenfalls drei gewinnt , gegen C spielt. Unsere Rechnung 
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dagegen berflckaichtigt vollatändig die erwähnte Annahme. 
Denn wenn A 20 Gänge gegen B spielt, ao gowiant er da- 
von 12, und -wenn ev noch 20 Gänge gegen Ü spielt, so ge- 
winnt er davon 15, d. b. er gewinnt im Ganzen 27, während 
seine Gegner 13 gewinnen. Wenn A aber dreimal soviele 
Gänge gegen C ala gegen B spielt, also 60, ao gewinnt er 
von diesen 45, welche mit den 12 Gangen, welche er gegen 
B gewinnt, 57 Gänge ergeben; für B und G bleiben mithin 
23 Gänge flbrig. Diese Resultate sind aber sämmtliob in 
vÖlUger Uebereinstimmnng mit denen, welche in dem Para- 
gi'aphen XIII gefanden worden sind. 

Ich sehliesse, mein Herr, mit der folgenden Bemerkung: 
Es ist ansserordentlich leicht, sich in seinem ganzen Forschen 
und Erkennen sehr zu iiTen, wenn man nicht stets die strengte 
Aufinerksamkeit ausöbt. Denn die Schlussfolgerungen, welche 
man gewöhnlich im Leben anstellt, sind nicht besser ala jene, 
welche ich soeben angeführt habe, oft aber viel schlechter. 
Man sieht jeden Tag, daas die gelehi-teaten Leute auf Grand 
von blossen Analogien Schillsse ziehen; da wo sie sieh ein- 
bilden, in die Dinge klare Einsicht an haben, beti-aehten sie das 
als höchst evident, was es gai' nieht ist. Und daher kommt 
es, daaa nur diejenigen, deren Verstand dru'ch mathematisehe 
Studien gesehäi-ft iat, fflhig sind, den Iri-thum zu entdecken. 

Ich bin u. a. w. 
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(Mit 2 Abbildiingen.; 



1) Zu S. S. In der Origmalansg.abe äiud die Wertlie aller 
Iloffniingen , deren Beieclinnng am Lösnng dieser Aufgabe 
nöthig war, nochmals In einer Tafel zusammengestellt, welche 
hier Ihi'es geringen Nuteena wegen foi'tgelMsen iat. Infolge- 
deasen waren hn Teste nnhedeutende Aendenmgen nöthig. 

2) Zu S. 16. Auch hier sind, nm die Weitschweifigkeit 
des Textes im Onginale etwas abzuschwächen , unhedeutende 
Äendei'ungen und Umstellungen einiger SäfÄS vorgenommen 
worden. 

3) Zu den S. 19 und 20. BernoulU gieht In dem Ori- 
ginale eine ausftihrliohe Tafel ftlr die Bei^echnung der Anzahl 
der Fälle, welche jedem der Spieler den Einsata ganz oder 
theilweise oder auch nichte von demselben gewinnen lassen. 
Mir schien es völlig ausreichend ,, von dieser Tafel nur eine 
Probe mitzntheilen , welche sich auf Seite 20 oben befindet 
und zugleich dem in dei' Anmerkung verfolgten Zweelce dient. 
In BernoulWs grosser Tafe! sind diese Fälle durch ein da- 
nebenstehendes iV ausgezeichnet. 

4) Zu S. 27. Nach diesen Sehluaaworten muaa mau wohl 
annehmen, daaa BernoulU sich selbst über den Grund, wamm 
die zweiten Löaungen falsch aind, nicht klai' gewesen ist; nnr 
weil die Richtigkeit der zueilt gegebenen Löanngen evident 
ist, mflssen sie falsch sein: >Man wtlrde auf die Eiohtigkeit 
dieser Lösungen leicht einen Eid schwören, wenn man nicht 
die wirklich richtige Lösrmg schon gefanden hätte.! 

Der Grund, waiTim die zweiten Lösungen ein anderes Re- 
snltat ala die ersten liefern, liegt aber einfach daiin, dass sie 
nicht die Lösnugeu der in XIV gestellten, sondern der fol- 
genden Aufgabe sind: 

A thut mit ebem Würfel so viele Würfe, ala der auf das 
Spielbrett geworfene Würfel Augen zeigt; wieviele Augen darf 
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A insgesammt zw einhalten hoffen? Wühreud also bei der 
Aufgabe XIV ea siuli darum handelt zu ermitteln , wieviele 
Würfe zwölf oder mehr und wieviele Wtofe weniger als zwölf 
Angen liefern, so fragt die so eben formulirte Aufgabe nach 
der mittleren Aazahl von Augen, welche A zu erreichen 
hoffen darf. Dass bei der Aufgabe XIV der Spieler A eine 
etwas kleinere Hoffnung als B hat, wfthrend er bei der letzteren 
Aufgabe auf mehr als zwölf Augen hoffen darf, also eine etwas 
grössere Hoffnung als ß, welchem nur zwölf Angen zugeatanden 
sind, hat, erkläi-t sieh dadurch, dass für die Berechnung der 
mittleren Augenzahl auch die Fälle, welche bei der Auf- 
gabe XIV A nichts oder nur den halben Einsatz gewinnen 
lassen, ebenso schwer in das Gewicht fallen, als die Fälle, 
welche ihm den ganzen Einsatz einbringen. 

5) Zu S. 35. In dem Originale findet man zwischen den 
Seiten 172 und 173 eine Tafel eingeheftet, welche die Be- 
rechnung der Anzahl aller verschiedenen Fälle in extenso 
enthält. Da aber die Aufstellung dieser Tafel auf den Seiten 
33^ — 35 auafllhrlieh geschildert ist, sodass sie sich leicht 
reprodnoiren lässt, sie sonst aber kein besonderes Interesse 
darbietet, so habe ich den Abdruck derselben für tiberiillssig 
gehalten und deshalb unterlassen, zumal die Anzahl der Fälle 
selbst in der Tafel auf 8. 35 zu finden ist. 

6) Zu S. 36. BernoulU bezeichnet das Spiel mit dem 
fi'anzösiachen Namen Trijaques; ich habe den in Deutsch- 
land flblich geweseneu Namen Treschak gewählt. Daa Spiel 
ist wohl auch unter den Namen Bretling oder Krimpel- 
spiel bekannt gewesen. 

In der Lösung dieser Aufgabe sind unwesentliche Kür- 
zungen vorgenommen. 

7) Zu den Bemerkungen auf den S. 48, 50, 52. In der 
Bemerkung auf S. 48 ist die Abweichung des Werthes -^^a 
vom wahren Werthe etwas grösser als BernoulU ai^ebt, 
närnhoh gleich 0.000 000 032 n; in der Bemerkiiug auf 8. 50 
ist fflr die Abweichung vom wahren Werthe der richtige Werth 
0.00 001 [a -\- h] angegeben. Die Abweichung des Werthes 
tbV (<" + * + <^) ^om wahren Wei-tbe ist in der Bemerkung 
auf S. 52 mit 0.0001 (« + i + c) etwas zu gross angegeben, 
da sie nur gleich 0.000 065 ist. 

8) Zu S. 52. Bringt man die fftr m bei zwei, drei und 
vier- Häufchen gefundenen Wei'the nicht aiif ihi'e einfachsten 
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roiniea ^jnflem chieiht mm dieapll eii ho h n , wie sie 
ent^ittti'n so eikennt man leuht das (TO^etz uach welchem 
diese Weithe gebildet imd und kanu dann den Werth von 
m ffii eine helielige Anzahl fi ■son Häufchen hinschreiben. 
Ffli 7WP1 diei und viei HAiifchen hat )> he? die Werthe; 



1 / 



mi) 



'im-.i'"]. 



O'ö© 



Hierbei giebt in den Binomialooeffi deuten 1 I die nutcre Zahl 

T steta an, wieviele verschiedene Werthe die untersten Blätter 
der h Häufchen {h ^ 2, 3, 4) zeigen. Die Anzahl der 



I stehenden Binomialcoefflcienten 



1, I ist stets gleich v, die 



Summe der unteren Zahlen h^ in denselben ist gleich Ii und 
die Zahlen h^ geben an, dasa die unteren Karten von 
Aj Häufchen gleichen "Weiih haben. Ferner sind diese Binomial- 
coefflcienten in den obigen Ausdrücken so geordnet, dass, 



p >■ a ist, der voranstehende Binomialcoefßeient 



A,J 



von den Aj, Häufchen herrührt, deren unterste Karten niedri- 
geren Werth haben als die imtersten Kai'ten der h„ Häufchen, 

welche dem nachfo^enden Binomialcoef&cienten I j ent^ 

sprechen. Der Bankhalter kann nun sein Amt tiherhanpt nur 
verlieren, wenn h^ = 1 ist, und zwar kanu ihm diese Karte 
des uiediigsten Werthes nur in einem Falle und seinen Geg- 
nern in h — 1 Fällen zufallen. 

Nach diesen Bemerkungen ergiebt sich ohne weiteres die 
folgende Regel, um den Werih von m für eine beliebige An- 
zahl h (A = 2, 3, . . ., ig) von Häufchen zu finden: 
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Man zei'lego // ,anf alle iiiögliclipri Arten so in positive 
^iiimiuande]] ■ 

/ — /+;— ^h 

üiss kpiuri deiselbeu gnt^ei als 4 wt, und kein tonn 
gehendei Summand gjJsaei ais em folgendei ist r ist füi 
die einzelnen Zeilegungen verschieden und S g Dann be- 
stimme lUdn die ÄnztÜ px lUei Peimiititioneii dei Elemente 
A,, Aj, /(, Kommt uutei diesen Llementen die 1 ^oi, 

ao eimittele min noch die Zahl n dei Peimiitationeu deien 
eistes Element 1 ist it^ lat „leict zu si-tzen Aseun kern 
Element den Werth 1 liit Dinii ist df ITnftnim^ lU^ Biiil - 
Inlteis leiu Amt zn liehilteu 

MW ! 



(^!— '(tKÜ'-GJt 



ir2" 



'~{2' 



p,- 



\i.,r 



wo die Snmme ftber alle Zerlegungen von h zu eratreclten ist. , 
Da ?* = 1 — !fj ist, so ist damit auch das Verliältniss m : n 
bestimmt. Ist ä = 4(?— 2, ic/ — 1 oder ig, so kann der 
Bankhalter sein Amt nie verlieren. 

Die Formel lässt sieh sofort noch verallgemeineni auf 
Kartenspiele, welche nicht aus vier, sondern aus y verschie- 
denen Fai'ben bestehen. Man hat in der obigen Formel dann 
4 nur durch / zn ersetzen und die Zahl h auf alle Arten so 
in Summanden zu zerlegen, dass keiner derselben gi'össer als 
f ist. Beachten 3 werth ist die unmittelbar sich ergebende Bo- 



21'' 



lf\lA 



lAls] 



lf!/\ 



9) Zu S. 32. Joseph Sauveur (1653 — 1716) hatte im 
Journal des Sgavans von 1679 die Resultate seiner Unter- 
suchungen llber die damals gebräuchlichsten Glücksspiele ver- 
öffentlicht und dadni'ch die Aufmerksamkeit des königlichen 
Hofes auf sieh gelenkt, sodass er seine Ergebnisse Lndw^ XIV. 
vortragen musste und dann Hofmeister des Dauphin wurde. 
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BernouUi übertreibt offenbar eiu wenig , wenn er behauptet, 
dasä die Tafeln von Sattveur an nicht wenigen Stellen der 
Verhesaerong bedttrfen. Toähuntej' hat nämlich BernoulUs 
Tafel mit der von Sawoeur in der Ämaterdamer Anagabe des 
Journal des Sgavans verglichen nnd giebt an, daaa die ei-steu 
fünf Reihen, welehe gerade die wesentlichen sind, in beiden 
Tafeln Töllig mit einander tibereinstimmen und nur die sechste 
Keihe, welche einfach durch Subü'action der zweiten von der 
fünften Reihe entstanden ist, bei Sauveur Iii'thiimer aufweist. 

10) Zu S. 62 and den folgenden. Die Bezeichnung der 
einzelnen Gflwinnhoffnungen mit /*,j„i, A„-ä, . - . findet sich 
in dem Originale nicht, empfahl sich aber hier, um eine präg- 
nantere Dai'stetlüng der Lösung zu en-ciehen, — 

Wählt man in der Figoi' auf 8. 65 die Linie GH" als 
3;-Äse und Gi^ als »/-Axe, so ist die Gleichung der Cnrve: 

y = [a — mb) (^^y 

Nach Constructiou verhält sich aber 

DB: BA = EN: NF, 

woraus, wenn man für DB nnd EN mit Hfllfe der Gleichung 
der Cnrve die Werthe berechnet und BA = h setzt, folgt: 



;S = - 



log a — log c 

NF __ log (« — ra ö + NF] — log [c 



-log[a — m/>} _ 



h log « — log c 

Durch Vergleich mit der Formel flir n erhält man alao 

NF=nh=-n, 

d h iV r wt gle ih n wenn 4ß ili Lanr,f ne nheit benutzt 
wild — 

Die Bemeikungtn mf 8 bl lassen sich folgendeimaa'^sen 
beweisen Bezeichnet man die Gewinnhoflnung des Titius bei 
feat gegebenen Weithen a,l,c m und -serändeiliehem Weitlie 
n mit -ff(«), ^0 ist wie lus dei Toimel '*U9 8 (>4 sofort folgt: 

U\m - 1 = n\m ^n-^^ "-— 



yGoosle 



152 Anmerkangen, 

Setzt man in Hin) nun w = j« + «i wo k alle positiven 
ganzen Zahlen und die negativen ZaJilen -— 2 , — 3 , . . . , 
— äM+1 dnrehläuft, so folgt: 

BM = Hiu + e) = HH- (|)"{|[l- (^)'] - . (f )■} ■ 

Ea ist nun naehzuweiaen, dass für alle in Beti'a«ht kommenden 
Wertlie von s der Klammerausdmck, weloher mit K bezeiclinet 
werde, positiv ist. Ftlr positive Wertlic von e ist 



K= 


■^[m-m- 


^(^y 








4i'(;)(^r^'(^) 


'+'(^)'" 


■-(^r 




- 


^j'Mm'M) 


V4t) 






also stets 
erhält 


positiv. Durchläuft e die negativen Werthe, so 
— fj, wo j; = 2, 3, . . . , m — 1 zu setaen ist, 


setzt 
und 



also ftlr alle in Beti'aeht kommenden Wei-the von ij < 
positiv. Folglich hat .ff{w) seine gi'ösaten Werthe füi' n^m — 1 
und n:=m, nnd je gi'össer 6, bez. rj ist, um so gi'össer ist li. 
Damit sind die drei ersten Bemerkungen bewiesen. Die 
Eiektigkeit der vierten Bemerkung ist aber ohne weiteres klai'. 

11) Zu S. 79. John Owen wurde 1563 in Caei-naiTanshire 
geboren, studii-te die Keolite iu Oxford, wurde 1594 Leiter 
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der Scliulen inWai^icl und staib 1622 in Londoü. Bekannt 
geworden ist er duicL seine bpigiamme, wclclio er in glilok- 
liclier Weise Martial niehahmte Diese Epigrammsammlung 
selieint sieb — nach dei giossen Zahl von Auflagen, welche 
sie erlebt hat — „^t«sel Beliebtheit erfreut zu haben; mir 
lagen nicht weniger als tUuf Antlagen aus den Jahren 1617, 
1620, 1628, 1647 und 1679 vor. Die Sammlung besteht aus 
drei Btlchem, aus einem einzelneu Bnohe, in welchem das von 
Sejwöwß« citirte Epigramm mit der Ueberaclirift: sgapientia 
duee, oomite Fortuna, In Anonm« zu finden ist, nnd 
aus nochmals zweimal drei Btlchern Epigrammen. Da ein 
Epigramm eine Spitze gegen Rom enthielt, so wurde die 
Sammlung von der römischen Kirche auf den Indes gesetzt. 

12) Zu S. 85, Lamhei-t erhebt in den Mömoirea de 
l'Acad. de Berhn von 1797 folgenden Einwand gegen die 
Kichtigkeit der Formel. Ist §■ ^ , so beweist der eine 
Beweisgi'und streng das Gegentheil der Sache, da die Anzahl 
p aller Fälle dann flb ereinstimmt mit der Anzahl r aller das 
Gegentheil beweisenden Fälle. Mithin miias die Wahrschein- 
lichkeit der Sache gleich Null sein, da ihr Gegentheil absolut 
sicher ist; die Formel liefert aber nicht diesen Werth, son- 
dern lässt noch die Wahrschemlichkeit 

adg 
tibrig. Der Einwand scheint mir jodoch nicht zulässig zu sein. 
Ist g =s oder ( = , d. h. ist d^ Gegentheil der Sache 
absolut sicher, so können die reinen Beweisgründe daran 
nichts ändere, sondern werden durch den betreffenden ge- 
mischten Beweisgrand völlig entki-äftet und müssen daher un- 
berücksichtigt bleiben. Polglich ist nicht die Fonnel unter (6), 
sondern die unter (4) anzuwenden, welche den richtigen Werth 
für die Wahrscheinlichkeit der Sache ergiebt. Folglich sind 
die Werthe 3 = oder t ^ unter (6) ausznschliessen. 
Dagegen sind die Werthe r = und re = zulässig, da 
dann die reinen Beweisgründe die gemischten noch unter- 
stützen, und in der That liefert die Formel unter (6) für 
r ^ oder k = den richtigen Werth 1. 

13) Zu den S. 90 und 91. Dieses Werk, dessen voll- 
ständiger Titel lautet: sLa logique ou l'art de penser, 
conteuant outre les regles commnnes plusieurs ob- 
acrvations nouvelles, propres äi former le jugement«. 
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ersoMen aiiouym im Jahre 1664 in Paris; lateinische Ueber- 
setzungeti erachieneu 1666 in Uti'eclit, 1704 iiiid 1708 in Halle. 
Eiue neue framzösiaclie Änagabe mit Anmei'kungeu nnd Zu- 
sätzen gab Alfred FoiüUöe (Paria 1879) heraus. Wie man 
heute weiss, ist dieses Werk, welches gewöhnlieli als »La 
logique de Port Royal' bezeichaet wird, von Antome 
Arnauld, Peter Nicole und vielleicht unter Mithülfe noch 
anderer Jansenisten vom Kloster Port Eoyal, mit Benutzung 
einer Abhandlung von Pascal verfasst. Sie vereinigt die 
Aristotelischen Lehren mit Principien von Descaries, nnd es 
beginnt mit ihr eine zweite Epoche in der Geschichte der 
Logii, welche bis zu ihrem Erscheinen ti'otz zahlreicher Bear- 
beitungen keinen wesentlichen Fortsehntt seit Arisioteles auf- 
zuweisen hatte, Koch heute ist das Werk nicht antiquirt. Vgl. 
F.Ueberweg, Grundriss der Geschichte der Philosophie 
der Neuzeit, 1. Band (8. Auflage von M. Hemze, Berlin 
1896) nnd E. Eeinkold, Geschichte der Philosophie 
nach den Hauptmomenten ihrer Entwiekelung. 1. Band 
[S, Auflage. Jena 1859), In dem letzteren Werke findet sich 
eine ausftlhrliohere Inhalteangabe auf den Seiten 125 und 126. — 

Hier sind noch zwei zu BernouUi's Lebzeiten erschienene Ab- 
handlungen zu nennen, in welchen eine empirische Bestimmung 
von Wahrscheinlichkeiten versucht worden wai'. Beide Arbeiten 
enthalten Anläufe zur Aufstellung von Sterblichkeitstafeln. Ber- 
nouüi hat beide Ai'beiten nicht kennen gelemt; das Erscheinen 
der zuerst zu nennenden Arbeit hatte er zwar erfahren, konnte 
aber dieselbe nicht erhalten, wie aus seinem Briefwechsel mit 
Leibniz hervorgeht; von der anderen Arbeit hat er aber 
wahrscheinlich gar nichte gehört. Die beiden Abhandlungen 
sind äWaerdye van lyfrenten nar proportie van los- 
renten« von dem berühmten Grosspensionär JbÄtMm t^e fFi'W 
(ermordet 1672 bei einem Aufstande), welche 1671 im Haag 
erschienen und 1879 nach dem sehi' selten gewordenen Ori- 
ginale nengedi'uckt ist, und »An Estimate of the Degrees 
of the Mortality of Mankind, drawn from curioua 
Tables of the Births and Funerals at the City of 
Breslaw; with an Attempt to aseertain the Priee of 
Annuities npon Lives^ von dem bekannten engHschen 
Astronom Edmund Halley (1656-— 1742), weiche 1693 in 
den Philosophical Transactions erschienen ist. 

Johann de Witt nimmt an, dass ein Mensch, welcher 
zwischen 4 und 54 Jahren alt ist, die gleiche Wahrscheinlichkeit 
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liabe, in dem nächstfolgenden Jahre leben zii bleiben oder zu 
sterben, dass aber das Verhältniea awisohen den Wahraehein- 
liohkeiten ftlr Sterben und Leben in dem nächsten Jahre für 
die Lebensalter von 54 — 64, 64 — 74 und 74—81 Jahi-en 
bez. gleich |, 2, 3 sei nnd dass im Durchschnitt niemand 
das 81 Jahr überschreite. Eine Rechtfertigung dieser An- 
nahmen giebt de Witt nicht. 

Edmund Halley legt seiner Abhandlung, von welcher 
Cantor (a. a. 0., Bd. 3, 8. 46) aagt, dasa sie >auf verhältniss- 
mässig kleinem Räume eine grosse Menge der fi'uehtbarsten 
Gedanken mehr angedeutet als entwickelt' enthillt, die An- 
nahme zu Urnude, dass die Bevölkerungsziffer stationäi' sei, 
d. h. jährlich ebenso viele Geburten als Todesfälle vorkommen, 
nnd dass jedes Jahi' gleichviel Todesfälle in einem bestimmten 
Alter einti'eten. Halley wai- auf Grund von GSebuila- und Todes- 
listen der Stadt Breslau, welche für die 5 Jahre 1687 — 1.691 
veröffentlicht worden wai'en, zu seinen Annahmen geftihrt worden. 
6193 Gebui'ten standen 5869 TodesMlen gegenüber; der 
jährliehe Ueberachuss der Geburten beträgt also ungefähr 64, 
konnte aber schwerlieh eine Zunahme der Bevölkerungsziffer 
hervorbrii^enj da ungefähr ebenso viele Ei-wachaene jährlich 
zum Kriegsdienste aasgehoben wurden. Kaoh Halley^n An- 
nahmen stellt also die Todealiste eines Jahres zugleich eine 
SierbUchkeitstafel dai-. Seine so erhaltene Sterblichkeitatafel 
benutat er dann zui' Beantwortung verschiedener Fragen ttber 
Lebenawahi'scheinlichkeiten, welche er in die WisseuBchaft ein- 
gefühlt hat und welche Wahrscheinlichkeiten a posteriori 
sind. Die Annahme einer stationären Bevölkemngaziffer ist 
aber durch die Volkszählungen als falsch nachgewiesen worden. 
[Vgl. Cantor, a. a. 0., Bd. 3, 8. 45—49 und die »Politische 
Arithmetik« desselben Verfassei^s [Leipzig, 1898), in welcher 
sich auf S. 87 n. folg. eine kurze üebersieht der Weiter- 
entwiokelung dieser Fragen findet] 

14) Zu S. 92. Dass gegen BernoulU's gewaltige Ideen 
Einwände erhöhen wurden, kann nicht Wunder nehmen, eher 
fi'eilich, dass sie von Leibniz hen'flhrten, und ihn wii-d Ber- 
jioulli hauptsächlich im Auge gehabt haben, wenn er an 
dieser Stelle die Einwände anftihii; und sie widerlegt. Denn 
alle diese Einwände hatte Leibniz brieflich erhoben, nach- 
dem ihm BernoulU seine Ideen mitgetheilt hatte. Das Bei- 
spiel der LM(/o^Ä'8ehen Zahl lässt Leibniz nicht gelten, da 
bei dieser Zahl jede neue Decimalstelle eine grössere 
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■inaalicrnng bimge wälireacl man aber von joder neuen Er- 
tahiung meht wia?e, ob sie die ft'lihere Annahme um ao 
iiehtigei eiBChemen lasse. Im letzten Briefe geht BernoulU 
anf eme weiteie Yertheidigung seiner Wahi'Beheinlichbeit a 
posteriori gai nieht ein, sondern bittet nur um Zuaendung 
der AbhancHnng von de Witt. — 

Archimedes [oa. 287 — 212 v, Chr.) schloss jt zwischen 
die Grenzen 31 und 3^^ ein, Adriaen Änthonisz mit dem 
Beinamen Mehus (1527 — 1607] gab die Grenzwerthe ^^^ 
und ^-^^i aus denen er durch Addition der Zähler \ind der 
Kenner den auf 6 Decimalatelleu genauen Wei-th von jt erhielt: 



■ 17 



106 + 120 



= 3,141592. 



LudolphvanCeulen{lbil} — 1610) berechnete ?f auf 35DecLmal- 
stellen genau. BernoulU hätte hier noch verschiedene andere 
Autoren mit dem gleichen Rechte wie Metius anfflhi'en können. 
(Vgl. Oantor a, a. 0., Bd. 2, 8. 549 n. folg.) 

1 5) Zu S. 95. Die sämmtliehen Kapitel dieses vierten Ab- 
schnittes sind wortgetreu wiedergegeben, um BemouUfa Ge- 
danken auch nicht im geringsten zu verändern. Nur in for- 
maler Beziehung habe ich in den Beweisen der Hiüfssätze (3), 
(4) und (5) kleine Aendernngen vorgenommen, welche die 
Ueberaichtiichkeit dewelben wesentlich erleichtern dürften, und 
welche vornehmlich in der Ei-setaung von L und ^ (ohne 
Index) dureh die mit Indices vei-seheueii Buchstaben L^ und 
Bn und der Ersetzung von Woi-ten dm-ch Formehi bestehen. 
BernoulU ist, da ihm eine geeignete Bezeichnung mangelt, 
oft gezwungen, weitläufig und schwer verständlich mit Worten 
Schlllsse hesohreihen zu mtlssen, welche sich durch Formeln 
knapp und übersichtlich darstellen lassen. 

16) Zu S. 98. BernoulU verwendet statt i: und rp die 
Zeichen ?, und ^ , welche sich in dieser Bedeutung sonst 
bei keinem Mafhemaliter zu finden scheinen. Leibniz hat 
zwai' das letztere Zeichen in seiner Characteristica geo- 
metrioa von 1679 benutzt; dort bedeutet ea aber congruent. 

M M 

Dass -Tj^ und -^ für m ^ co unendlich grosse Werthe 

haben, lässt sich mit Hülfe der Ungleichungen [auf 8. 96): 
[nr -{- 1) s > nsr, , . ., (ms -|- 1) r > nrs, . . . leicht und 
streng zeigen; BernoulWs hierfür (auf 8. 98) gegebener 
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Beweis ist mindeateiis in formaler Bezieb^mg \mb(jfticdigiinil. Der 
in der Anmerliung (S. 100 u. folg.) gegebene Beweis der 
Hfilfsäätae (4) und (5) ist dagegen völlig sti'eng. 

17) Zu S. i05. Unter WabrscLeiulicbkeitsgrad eines 
Ereignisses veratebt also BernouUi die Zahl der demselben 
günstigen Fälle. D^egen gebraucht er nirgends für den 
Quotienten ana der Anzahl der günstigen Fftlle dividirt dui'ch 
die Anzahl aller möglichen Fälle den jetzt allgemein üblichen 
Ausdruck Wahrscheinlichkeit des betreffenden Ereignisses, 
sondern stets Hoffnung, indem er das zu ei'wartende Er- 
e^:näss gleich i setzt. Hoffnung hat also bei BernouUi ganz 
die jetzige Bedeutung, 

BernoullVü Beweis seines Satzes ist voUliommen streng 
und bat vor allen später gegebenen kürzeren Beweisen, welche 
die Stirling'^iihQ Formel: n\ = n'^e~"'Vln:n [n eine sehr grosse 
Zahl) benutzen, den Voraug, dass in ihm nur elementare 
Hfllfsmittel und Betrachtungen verwendet werden. 

In den Lehrbüchern der Wahracheiulichkeitsrechnung ist 
als ^Sej-wöw/^i 'sebes Theorem gewöbuliob nieht das nrsprting- 
licbe Theorem, wie es sieh auf S. 104 findet, angeführt, 
sondern das folgende, welches eine Umkohrung des ui-aprüug- 
lielien vorstellt: 

sSind p und q die einfachen und constanten Wabrschein- 
liolikeiten zweier entgegengesetzten Ereignisse A und B (also 

p "1- Y = l und also p = -r , 2 = — in der fie/'/iow/^i 'sehen 

Bezeichnung], so ist die Watrscheinlicbkeit dafür, dasa daa 
Ereigniss A in einer sehr grossen Anzahl i,i von Veraueben 
in einer zwischen i.ip + J, und i.i]} — X liegenden unbekann- 
ten Anzahl m von Malen eintrifft, gleich 

oder es ist W die Wahrscheinlichkeit, dass die Abwcicliung 



p zwischen und -1 ( 

Wenn sich diese Umkehrung des Bemotdä'schan Theorems 
auch nieht Lm Originale der Ai-s conjeotandi in dieser Formu- 
lirung findet, so ist der Ausdruck für die WahrseheinUchkeit 
W in BernoulWs Beweise seines Satzes (S. 105) impUcito 
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entlulteu, wenn aiicli BJclit als Formel gesehilebon. Aus dorn 
Kapitel IV gellt aber deiitlich hervor, dass BernoulU gerade 
die Bedeutung dieser Umkehning voll erltannt hat, welche 
erat die Anwendung der Wabrscheinlictkeitarechnuug auf alle 
verschiedenen Glebiete des täghehen Lebens ennögliebt hat 
und es rechtfertigt, wenn man sich durch zahlreich wieder- 
holte Beobachtungen Klarheit über ein Bre^iss und die es 
bestimmenden Ursachen verschaffen will. Die ganze Statistik 
hat erst durch dieses Gesetz ihre wissensohaftUche Grundlage 
erhalten. Sicher hatte BernoulU diese weiteren Untersuchun- 
gen in den fehlenden Kapiteln des IV. Tbeiles durcbznftihren 
beabsichtigt. 

An diesen Summen ausdrack knflpft die analytische Weiter- 
entwickelung des JBernoulW s<i)imi. Theorems an , um welche 
sich de Moivre und Laplace die hervorragendsten Verdienste 
erworben haben. Letzterem verdankt der Ausdruck für die 
Wahrscheinlichkeit W seine heutige Int^ralt'onn : 









1 J IPI 



ist. ^le Lygailuja neiadmi^s in dtn Üittb eilungen der 
natnrfoi sehenden öeiellschitt m Bein aus dem Jahre 1893, 
8. HO — 181 [Beitrige zni Daistellung des BernoullVmh^'o. 
Theorems dei Gimmafunetion und de" iß/>/ßce' sehen In- 
tegrals) gezeigt hit I'isst tich die Rtsttunnt n noch mit dem 
Integrale leremigen m der Toim 



)>/^ 



2tipq 

ist. Dort iindet sich auch eine historische Untersuchung über 
die analytische Entwiekelung des Bernoulh'ächan Theorems, 
in welcher vor allem die Verdienste von de Moivre und die 
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indireete Mitwirkung von Stirling gewnrdigt werden. Leider 
ist die Darstellung nicht lilai' und ilbersiolitlicli. 

Während also die obige Umkehrung des BernouUi'a*^ea 
Theorems in den Lehrbflehern dei- Wahracheinlichkeitsrechnung 
gewöhnlieh als BernouUi'af\im Theorem selbst bezeichnet 
wird, findet man als Umkehnmg desselben ein anderes Theorem, 
den Satz von Bayes bezeichnet: »Bezeichnen x and 1 — x 
clie nnbekaimten Wahrscheinlichkeiten zweier entgegengesetzten 
Ereignisse A und B, und iat in einer sehr grossen Anzahl 
|( =: a -(- ö von Versuchen das Ereigniss A ß-mal, das Er- 
eigniss B S-mal eingetroffen, so liegt der Werth von x mit 
der Wahracheinliehkeit 

zwischen den Grenzen 

Für das Integi'al W sind Tafelu berechnet, aus denen man 
den Werth von W filr jeden Werth von c 'entnehmen kann, 
und welche in jedes grössere Lehrbuch der Wahi'scheinlich- 
keitsrechnung aufgenommen sind. — 

Das BernouUz'm'iiQ Theorem wird häufig auch als das 
Gesetz der grossen Zahlen bezeichnet, welcher Name von 
Poisson (Keeherches sur la probabilitö, Paris 1837) 
herrtthi't. 

In historischer Beziehui^ sei noch eine Äeusserang C'iir- 
dano'a angeftlhrt, welche an das BernouUi'sahe Theorem 
denken lasst. Cardano in seinem Buche De iudo aleae 
sagt, dasa man im Verhältnisse 1 : (2" — 1) darauf wetten 
könne, !!-mal nach einander gerade Zahlen zu werfen, und dass 
bei unendlicher Anzahl der Wflrfe daa Ergebniss mit der Er- 
fahning übereinstimmen werde, denn die Länge der Zeit sei 
es, ■welche alle Möghchkeiten zeigt (Vgl. die cith'te Aeusserung 
und eine zweite ähnlichen Sinnes bei Oantor, a, a. 0., Bd. 2-, 
8. 495). 

18) Zu S. 107. Wahrscheinlich hat Bernoulli das so- 
genannte grosse Weltjahr im Auge, nach dessen Ablauf alle 
Dinge wiederkehren sollen. Das von ihm gebrauchte Wort 
apocatastasis scheint sieh bei Plato nicht zu finden, sondeni 
nur in der psendoplatoniachen Schrift Asiochos vorzukommen. 
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Die Lehre von dem Kreisläufe aller Dinge war im Alterttume 
sein- verbreitet imd findet sich schon bei Herakleitos von 
Ephesria und Empedokles; besonders entwickelt wurde sie 
von den Stoikern, wofür sich zahlreiche Belege bei Zeller, 
Philosophie der Griechen (Bd. 3, Theil 1, S. 141) finden. 



19) Zu S. 108. Der Brief über das Ballspiel bietet, ab- 
gesehen von seiner mathematischen Bedentung, insofern noch 
besonderes Interesse dai-, als die in ihm entwickelten Methoden 
und Resultate fast ohne weiteres ai\f das jefat sehr beliebte 
Lawn-Tennis liberb'agen werden können; man hat nur die 
einzige Modification einzuführen, dass bei diesem jede Partie 
aus 6 Spielen besteht Zum Theii können die Untersuchungen 
pi-inoipielle Fragen des Lawn-Tennis entscheiden, weshalb 
die Keaiiltate jeden Lawn-Tennis-Spieler interessiren müssen, 
selbst wenn er nicht im Stande ist, die mathematischen Bnt- 
wickelungeu zn verstehen. Die Paragraphen XVIII und XXI 
sind dabei auszuschalten, da die Bisqnes und die Schassen 
beim Lawn-Tennis abgeschafft sind. 

Der deutschen Wiedergabe dieses Briefes stellten sieh nicht 
imbedeutende Bchwiei-igkelten entgegen, welche einerseits be- 
reitet wurden von den französischen Spielausdrücken, um 
derenwillen nur BemoulU den Brief in französischer Sprache 
gesehlieben hatte, und andrerseits von der Unkenntniss der 
Spielregeln, welche BernoulU zu seiner Zeit als wohlbekannt 
voraussetzen durfte, während es heute viel Mühe verursacht, 
sie überhaupt kennen zu lernen. 

In ersterer Hinsicht habe ich mir dadurch geholfen, dass 
ich die von B. v. Fichard in seinem s Handbuche des 
Lawn-Tennis-Spieles« (Baden-Baden, 1895) für dieses 
Spiel eingeführten dentsehen Spielausdiüeke benutzte, was 
schon deshalb gerechtfertigt war, weil das moderne Lawn- 
Tennis von dem viel complicii-teren und schwierigeren jeu 
de Paume abstammt. Für die Spielregeln und alles, was 
sonst mit dem jeu de Paume zusammenhängt, fand ich ausser 
dem eben genannten Buche als Qnellen: sLe jeu de Paume, 
son histoire et sa description«, herausgegeben vonEt^owart? 
Fournier (Paris 1862) und "die Kunst der Ball- und 
Raquettenmacher und vom Ballspiele •= (Uehei-setzung 
einer von GarsauU heritlhr enden Abhandlung) in dem Werke 
Schauplatz der Künste und Fertigkeiten, übersetzt und 
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lierausgegeben von D. 6. Schreber, 7. Biiud, S. 225— 27l> 
(Leipzig u. K-önigaberg 17B8). Auoii das Fournier'sii\e, Buch 
enthält als wesentlichen Theil die Abhandlung l'art du 
paumier-Kaqnetier et de la Paume von GarsauU ans 
dem Jahre 1767, welche jefat sehr selten geworden ist. Die 
Darstellung iu den beiden letztgenannten Bflchern ist leider 
ziemlich unklar und schwer veratändlich. 

Das Panme genaunte Ballspiel ist seit dem 13. Jahr- 
hundert bekannt und ei-frente sich iu den folgenden Jahi'- 
hunderten bis zur französischen Revolution grosser Beliebtheit, 
hauptsächlich iu den vornehmen Ki-eissu. Das Spielen war 
nicht nur sehr theuer, da nm hohe Summen gespielt wurde 
und die Miethe für das Ballhaus eine hohe wai', sondern er- 
forderte viele üebimg und also sehr viel Zelt. Darin aber 
liegt der Grund, dass unser Jahi'hundert keinen günstigen 
Boden für das Spiel darbot und dasselbe jetzt nur ganz selten 
noch gepflegt wird. Der Name des Spieles lUhrt davon her, 
dass der Ball ursprünglich mit der flachen Hand (palma) ge- 
schlagen wui-de; erst vom 15. Jahrhundert an bediente man 
sich daau des Schlägers (racket, raquette). 

Ursprünglich wurde das Spiel im Freien oder in unbedeckten 
Bäumen gespielt; vom 14. Jahi-hundert an baute man Ball- 
apielhäuser oder Ballhäuser [tripots, später jeus genannt), 
welche in gi'osser Zahl (1657 zählte man in Paris 114) ent- 
standen und von denen das in Versailles durch die Sifaung 
der Uationalversammlnng vom 20. Juni 1789 zu historischer 
Berähmtheit gelangte. Durch diese Ballhäuser wurde das Spiel 
von der Witterung unabhängig und erlangte, vornehmlich durch 
Mitbenutzung der Wände bis zu einer bestimmten Höhe, ansser- 
ordentliohe Mannigfaltigkeit und Abweclishmg. Man unterschied 
die Ballhäuser injeus carres undinjeus du dedans oder du 
tamhour. Die auf S. 162 stehende Figur giebt den Grundriss 
eines Jen du dedans. Die Umfassungsmauern, welche min- 
destens 7 Meter Höhe bis zum Dache hatten, umschlossen ein 
Bechteck von ca. 30 Meter Länge und 10 Meter Breite. In 
dieses waren an drei Seiten Wandelgänge von ca. 1 J/j Meter 
Breite eingebaut, deren vordere Wände etwas über 2 Meter 
Höhe hatten und welche von unter 45° nach dem Innern ab- 
fallenden Dächei-n bedeckt waren. Diese Wandelgänge hieasen 
Gallerien {kleine, grosse Gallerie und Gallerie du dedans) und 
umschlossen das eigentliche Spielfeld FGMK, welches durch 
das in ca. 1 Meter Höhe gespannte (Seil oder) Netz AA' in 

Oätwidd's Klaasikei. 108. 11 
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zwei gleiche Hälften getlieilt wurde. Das Dach der gi-ossen 
Gallerie wurde a,v.t der Sti'eoke EU von den Säulen A, B, 
C, D getragen^ zwisehen welchen sieh die heiden Thüi- 
öfliumgen BG und die mit niedrigen Brflstungeii versehenen 
fensteiai-tigen OeffuTingen AB^ CD, DE (l., 2., 3. Oeffnun- 
gen genannt] befanden. Auch die Gallerie dii dedans gestattete 
durch eine solche fenaterartige Oeffliung LM Einblick in das 
Ballhaus, während die kleine Gallei-ie keine derartige Oeffnung 
beaass. In ihrer Vorderwaud befand sieh nur dicht unter dem 
Dache die kleinere rechteckige Oeffnung G, la grille ge- 
nannt, von ca, Y4 Meter im Geviert. Solche kleinere Oeffnungen 
fanden sich oft noch mehi'ere vor und bieaaen zusammen 
hasaids Hmtei den grossen Oeflnungeu dei beiden andern 
Gallenen hielten ?ich die Zuachiuei auf, wekhe dnieh Ab- 
schhessfn von Wetti^n auf die Spielei eifiigst am Spiele theil- 
nahmen Die -soispimgende Mauei GH hiess le tamboui und 
diente znr Brschweiung des Spieles Das folgende Bild, 
welches eine Verkleineiung eines Kupferstiches aus dem 
^SchaupWtze dei Künste und Feitigkeiten« ist, gewählt einen 
Einbilde in das Inueie eines Ballhauses von dei Gallerie dn 
iledans aus, anf doieu Biflstung dei Korb mit den Öpitlballen 
zu sthen ist und Jilitti du \oi4tehendeii An^'ibfu vesfiit- 




rig 3 

Die getchildLite Einrichtung emes^Ballhauses unteihg bei 
den einzelnen 'Ipielhlii-^ein mannigfachen kieuiLu Abänderun- 
gen Daa jeu caiie unteiacheidet sich von dem jeu du 
dedans dadurch, daaa die Gallene du dedaua und die Mauer 
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GH {le tambour) fehlen, dafür aber mcbrere derartige Oefl- 
aiingen wie die Grille vorhanden sind. 

Auf dem Fuasboden, welcher mit 90 Ecüea quadratischer 
Steinplatten ausgelegt war, befanden sich eine Anzahl von 
aohwaraen Linien, Eine der Längsseite parallele Linie halhirte 
da3 Spielfeld, ihr parallel war noch die Linie e, welche mit 
der Linie d (dem Passestriche) im oberen Theile des Ball- 
hauses das Aufschlagfeld abgrenzt. Sowohl in dem oberen 
Theile AFGA', als anch m dem unteren Theile AKMA' 
waren eine Anzahl von der Breitseite parallelen Linien a, b, 
c, d, \ , 2, . , ., 14 gezogen, welche znm Markiren der 
Schassen, von denen weiter unten die Rede sein wird, dienten; 
solche Linien gab es im unteren Theile des Ballhauses mehr als 
im oberen (in dem Grundrisse sind nicht alle gezeichnet). — 

Nahmen an dem Spiele 2 oder 4 Personen Theil, SO ver- 
theilten sie sich gleichmässig auf beide Seiten des Spielhauses; 
waren nur 3 Theilnehmer vorhanden, so spielten zwei oben 
nnd der dritte unten. Deijenige Spieler, welcher das Spiel 
zu beginnen und den Ball aufzuschlagen (den Service zu 
gehen] hatte, stand unten im Ballhanse. Sollte sein Auf- 
schlageball gültig sein, so mnsste er über das Heta fliegen, 
auf das Dach der grossen Gallerie und nur auf dieses auf- 
treffen und von diesem in das Aufschlagfeld EFed hinein- 
springen; jeder andere Ball war ungnlljg. War dem Auf- 
schläger der erste Ball missglüokt, so durfte er noch einen 
Ball aufschlagen; erst wenu ihm auch dieser miaalang, hatte 
er einen Gang verloren. Der Gegner hatte jedi'u gültigen 
Ball entweder im Fluge oder nach seinem ersten Aufaprunge 
zurtickznichlagen woriuf ihn der iuftehl-iger in gleicher 
"We se zuiuckspicien misite Da hieibei dei Bill ant lie 
billeiieu Dichei und ^Inde bw zu einei bestimmten Habe) 
lufpiillen duifte so boten sich die minn gtiltigiten Ab 
weohslungen dai Fehlte einei der Spitler den Bill so wuide 
daduich dei Gang beendgt 

Die Anzihl dei Spiele, aus denen eine Paitie sich au 
aammensetzte wechselte in 1.en einzelnen Landein im Laufe 
dei Zeiten geftobnlicli waien es 1 6 odei S Spiele Jedes 
Spiel wuide auf bü Punkte geopielt welche zu je 15 zu- 
sammengezählt wuiden Waiim man „eiade 1 zählte ist 
schwer zu sigen jedenfüls hing dit-^e Zahl mit de Zahl dei 
Felder zusammen m welche rus'boden und Vi mde gethe It 
waien und de en mtn 15 aut ledei Seite les Netzet zahlte 
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Diese Zahlen waren bald einfach zu Nameu gewordeE uiii 
man lieas dann das Wort »Punkt" fort. Man zählte »15 zu 
15« oder kurzweg »15 zu«, wenn jede Partei 15 Punkte, 
s30 zu 15«, wenn die eine Partei 30, die andere 15 Punkte 
gewonnen hatte, u. s. w. Wenn eine Partei vier Gänge ge- 
woEUBu hatte, so war daa Spiel von ihr gewonnen, auäser in 
dem Falle, dass die andere Partei 45 Punkte für sich zählte. 
Stand jedoch das Spiel auf »45 zw, ao mnaate eine Partei 
noch zwei Gänge hintereinander gewinnen, um das Spiel 
gewonnen zu haben. Statt »45 zu« zählte man »ä deux« 
(englisch deuce], was ich durch das beim Lawn-Tennis flbliehe 
deutsche Wort 'Einstand', wledei^egeben habe. Diejenige 
Partei, welche dann den nächsten Gang gewann, zählte »co?*« 
für sich oder war »m Vortheih (franz. avantage, engl, 
advantage). Gewann dieselbe Partei noch den nächsten 
Gang, 30 hatte sie, wie schon erwähnt, das Spiel gewonnen; ver- 
lor sie diesen aber, ao zählten beide Parteien wieder Einstand. 

Ging die Pai-tie auf m Spiele, so hatf« die Partei ge- 
wonnen, welche zuerst wj gewonnene Spiele für sieh zählte. 
Hatten aber beide Parteien je m — l Spiele gewonnen, so 
zählte man iSpieleinstand« (ä deux de jeu). Diejenige 
Partei, welche daa nächste Spiel gewann, zählte dann "Spiel- 
voT'] gewann sie anch daa folgende Spiel, so war damit die 
Partie zu ihren Gunsten entschieden, andernfalls aber zählten 
beide Parteien wieder Spieleinstand. 

Die in der unteren Hälfte des Ballhauses spielende Partei I, 
welche also den Aufschlag zu geben hatte, gewann 15 für 
sich, 1) wenn die Gegenpartei II den Ball in daa Netz AA', 
an die Decke oder in die Lichtöffnungen schlug, 2) wenn aie 
selbst eine Schaas zog oder die Gegenpartei II sie nicht 
zog, 3) wenn es ihr gelang, den Ball in die letzte Oeffnung 
DE auf der oberen Seite des Ballhauses oder in die Grille 
zu spielen, 4) wenn die Gegenpai-tei II den Ball nicht im 
Fluge oder nach dem ersten Aufsprunge und den Serviceball 
nicht nach dem ersten Aufspninge zurückschlug; die oben 
apielende Partei II dagegen gewann ! 5 in den gleichen Fällen 
1) und 2) wie vorher, 3) wenn ea ihr gelang, den Ball in die 
OefEuung du dedans LM zu spielen, sie machte aber 4) nur 
eine Sohass, wenn ihre Gegenpartei I den Ball nicht im 
Fluge oder nach dem ersten Äufaprunge zurückachlug. Von 
diesen Kegeln fanden oft in dem oder jenem Punkte Ab- 
weichungen statt, welche hier aber kein Intereaae darbieten. 
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Die oben spielende Partei II machte eine Scliass (ital, 
eaceia, franz. ehaase), wie erwähnt, wenn die Gegenpartei I 
den Ball zweimal aufspringen oder aie den Ball in die letzte 
Oeffnnng DE der unteren Seite fliegen lieas. Die Scliass wurde 
ursprünglieh da markirt, wo der Ball nach seinem zweiten 
Anfapmnge zu rollen anfhörte oder erjagt (eacciata, daher 
der Name) wurde; bald aber war ea Regel geworden, aie an 
der Stelle des zweiten Äufsprunges zu mai'kiren. Galten die 
vorstehenden Regeln, so fanden die Sehassen nur unten im 
Ballhanse statt und, nm sie zu mai'kiren, dienten die dem 
Netze parallelen Linien a, b, c, d, 1, 2, . . ., 14 (man be- 
zeichnete sie darnach als Schass der ersten, aweiten, Thür- 
nnd letzten Oeffnung und da Schass ^, 1, 2, . . ., 14). 
Mit der Schass hatte aber die Pai'tei II, welche sie gemacht 
hatte, noch nicht 15 gewonnen, sondern sie muaate nun die 
Schass vertli eidigen, und die Gegenpartei I hatte die Schass 
zu ziehen. Der letzteren Partei gelang dies, wenn sie eine 
bessere Schass macht», indem sie ihren Schlag so einrichtete, 
dasa der zweite Aufsprung des Balles jenseits doa Ortes lag, 
an welchen die von der Parfei II gemaehte Schass marldi-t 
war. Die Partei H suchte ihrerseits daa Ziehen der Schass 
dadurch zu verhindern, dass sie den Ball vor seinem zweiten 
Anfapmnge auffing oder wegachlug. Eine Schass war um so 
achwier^er zu gewinnen, je näher an der Gallerie du dedana 
sie gemacht war. Bevor die Sohaaa gezogen wurde, wechsel- 
ten beide Parteien ihre Plätze. Man Hess aber die Par-tei II 
erat zwei Schaaaen machen, ehe die Plätze gewechaelt und 
die Sehassen von der Partei I zu ziehen versucht wurden; 
nur wenn die eine Partei 45 oder vor für sich zählte, wech- 
selte man bereits nach einer gemachten Schass die Plätze. 
Hatte die Pai'tei I die Sch^s riehtig gezogen, so gewann sie 
15; sie verlor aber 15, wenn die Partei II daS Ziehen der 
Schass verhindert hatte. Hatte z. B. die Partei II zwei 
Sehaasen, die eine auf der Linie d, die andere auf der Linie 
1 gemacht, so konnte die Partei I nur dann zweimal 1 5 ge- 
winnen, wenn aie zwei bessere Schassen machte, z. B, in 
Bezug auf die erste Schass auf der Linie 14 oder zwischen 
14 und d und in Bezug auf die zweite auf der Linie 9 oder 
zwischen 9 und 10. 

20) Zu S. 117. Die Tafel IV findet sich in dem Originale 
in etwas anderer Form, indem dort sämmÜiche Zähler und 
Nenner ausgerechnet sind: weil dadurch die Tafel aber aehr 
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unnbeisiclitlicb ist -ho hibe ich dio liiei gugebeiip Toim be- 
voiiugt 

21) Zu S 122 WenE^ dem 5 ein hsüb iuiiluud\ lei'zig 
^oigiebt 30 bedentet dies, dass ei dem B entweder m den 
ungerade billigen fepielen 45 niid in den getadzahligen 30 vor- 
giebt odei nmgekehit, von beiden Alten kann sich B die 
ihm passende nai-li Beheben auswählen Ein halb dieisäig 
bedeutet die Voigabe von ^(J in jedem zweiten Spiele und 15 
m den dazwischen hegenden bpieleu und em halb fünfzehn die 
Voigabe von 15 m ledem zweiten bpiele und m den anderen 
Spielen 

Bei Lawn- Tennis ist noch cm ganz ahnhches 'V orgabe- 
aystera in Gebrauch. 

22) Zu S. 127. Die von BernouUi hier ausgeapro ebene 
Vermuthung ist in der That völlig zutreffend und zwar nicht 
nur in dem Falle, für welchen die Tafel VI berechnet ist, 
dass A in einem Spiele doppelt soviel Wahrseheinlichkeit hat, 
es zu gewinnen, als es zu verUeren, und in dem aäehaten 
Spiele umgekehi-t doppelt soviel Wahrscheinlichkeit hat, es zu 
verlieren als es Zugewinnen, sondern ganz allgemein für jedes 
Verhältniss. Ein Beweis hierfür esistirt aber meines Wissens 
bis jetzt nicht, weshalb ich den folgenden hier mittheile. 

Es werde angenommen, dass A. dem B abwechselnd einen 
kleinen oder einen grösseren Vortheil einräumt, je nachdem 
die Anzahl der von beiden Spielern noch zu gewinnenden 
Spiele eine gerade oder ungerade Zahl ist; im erateren 
Falle soll es ^■^■mal [n eine positive Zahl] wahrscheinliclier 
sein, dass A das Spiel gewinnt, als dass er es verliert, und 
im letzteren Falle aoll es umgekehrt w-mal wahrscheinlicher 
sein, daaa A das Spiel verliert, als dass er es gewinnt. Be- 
zeichnet man nun die Hoffnung des A, die Partie zn ge- 
winnen, wenn er noch g und sein Gegner B noch /* Spiele 
zu gewinnen bat, mit ^^^;„ so ist, wenn ^-(-A eine gerade 
Zahl ist, immer 

-i.,j. + A. ■= 1- (I) 

D lä st h fölgendermaasaen leicht zeigen. 

Aus len \o lussetzungen ergeben sich die folgenden Re- 
cnr onsfo mein 
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wenn g -\- h eiue gerade Zahl ist, und 

wenn y -f- ä eine ungerade Zalil ist. Wendet man auf 
-d^-i^d und -4p,Ä_, in der ersten Formel die zweite und auf 
dieselben Grössen in der zweiten Formel die erste an, so er- 
hält man die für gerade und ungerade Werthe von g -\- h 
gültige Formel: 

Beachtet man nun, dass auf Grund der Definition von Äf,,„ 
und der Spielbedingungen die Gleichungen 1 

J„^„ = 0, fflr e > 0, (7^0, 

^j,o=l, für ?^0,(;>0, 



da ein Spieler zwei Spiele hintereinander gewinnen muss, um 
die Partie zu gewinnen, wenn jedem der Spieler nur noch 
2 Spiele fehlen, so findet man aus der Recnrsiongformel zu- 
nächst: 






Auf der rechten Seite der Formel (II) stehen nun lauter 
Hoffnungen ^5,« , deren Indieessnmme g -|- o um zwei Ein- 
heiten kleiner ist ab die Indicessumme der auf der linken 
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Seite stehenden Hoffnung. Kennt man siläo alle Hoffnungen, 
deren Iiidicessumme gleicli s Ist, welche dev Kürze wegen die 
zur Zahl s gehörenden Hoffnungen hei Bsen sollen, so kann man alle 
zur Zahl s + 2 gehörenden Hoffnungen berechnen. Es sei nnn 
s eine gei'ade Zahl, alao 2 1 , und es werde angenommen, daas 
alle zur Zahl 2 t gehörenden Hoffiiungen A^,it-(i (? = — 2, 
— 1, 0, 1, 2, . . ., 2t -\- 2) der Gleichung genügen: 

A,,u-a + A^t-^.^= 1, (in) 

so folgt aus der Reßursiousformel: 



^(^T^rrpf^^'-f-.. 



,_(,+ {n'+ i )A_,, ,,+ , -,+nA^,, ,,_, J , 



.,+ («^ + l)^,,+,_„,,,^,+« 



und unter Berüekaiehtigung der ftlr die zur Zahl 2 t gehörenden 
Hoffnungen als gültig angenommenen Gleiehung (III) durch 
Addition : 



.,,.{» + {»■ + .) + »} 



d. h ^ enn lie Gleichung (I) ftir die zur Zahl 2 1 gehören- 
den Hofinungen gilt so gilt sie auch ftlr die zur Zalü 2( + 2 
gehuieuden Nun „ilt ?ie aher für t= 1 und 2, folglich 
gilt «le lilgemein ^ 7 h w. 
\. IS Ici allgeme neu Formel 

A +A,,^^=\ 
folgt aber für k ^= g sofort die specielle Formel: 

^,., = i, 

welche BernoulU für « = 2 vei-muthet hatte. Ist ff -\- h eine 
ungerade Zahl, so gilt keine derai'tige Gleichung. 

Die Hoffnungen des B ergänzen die entsprechenden des 
A stets zu 1. 

Die Hoffnungen Ag^h lassen sich independent als Func- 
tionen von ff, h und n darstellen, wobei die Ausdrücke ver- 
schiedene sind, wenn ff-\-h eine gerade und wenn es eine 
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ungerade Zahl ist. Diese Ecelinung aber nicht nur, sondern 
sogar die Ausdrücke sind zu lang, um sie hier anzuführen, 
zumal sie nicht auf besonderes Interesse Änspnieh machen 
können. 

23) Zu S. 135. Eine Bisque ist eine Vorgabe von 15, 
welche ihr Inhaber verwenden kann, wann es ihm beliebt; nur 
musa er sich vor Beginn eines Ganges, nicht erat während 
desselben entscheiden, ob er sie verwenden will oder nicht. 

Die Resultate von BernotilWä Untersuchungen sind offen- 
bar wenig bekannt geworden. Denn während BernouUi hier 
zeigt, dass es vortheilhafter für einen Spieler igt, seine Biaque 
bald zu verwenden, als sie längere Zeit aufzuheben, sind die 
Bisques beim Lawn-Tenuis (bei welchem es keine Schassen 
giebt) nur deshalb abgeschafft, weil man sich über den Zeilr 
punkt ihrer Verwendung ganz im üuldareu befand. Ihre Ab- 
schaffung war aber gerade nach BemoulH's Untereuchungen 
gereehtfert^, weil jede Biaque am Anfange einea Spieles am , 
besten verwendet wird nnd also dann einfach einer Vorgabe 
von 15 gleich ist. 

24) Zu S. 141. Wai'cn auch oben im BaUhause Schassen 
zugelassen, d. h. war festgesetzt, dass die Pai'tei I nicht 15 
gewann, sondern nur eine Schass machte, wenn die Gegen- 
partei den Ball ein zweites Mal aufspringen Hess, so nannte 
man diese Schassen de vers le jeu, weil die gauze obere 
Hälfte AFGA' des Ballhauses als eötß de vers le jeu 
bezeichnet wurde. 

Glossen, l(i. April IS'JÜ. 

Robert Haiissner. 
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Der grossart ge ^.ufBchwung weklien die Naturwissenst-hafteu 
in unserer Ze t erlahren haben ist wie allgemem anerkaniit wird 
nicht zum kleiusten Maasse durch die Ausbildung und Verbreitung 
der Unt erriehtsmittel der Experimentalvoilesungen Labora 
torien u a w bedingt. Während abei durch die Torh-mdenen 
Einriolitungen awar die Kenntnisa des gegenwartigen Inhaltes der 
Wissenachaft auf das erfolgreichste vermittelt wird haben hoch 
ateheodo und weitblickende Mannn «led iholt auf eineu Mmgel 
hinweisen mflsieu welcher dei gegenwärtiffen w iSBenschaftliohei 
Ausbildung jüngerer Kiafte nur zu oft anhaftu Es i'Jt dies das 
Fehlen des historiachen ömnes und der Mangel a: 
Kcnntniss jener grossen Arbeiten, auf welchen das 
Gebäude der Wissenschaft ruht. 

Diesem Mangel soll durch die Herausgabe der Klassiker 
der exakten Wia senschaften abgeholfen werden. In handlicher 
Form und lu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun- 
gen der gesammten exakten Wissenachaften den Kreisen der Lehren- 
den und Leinenden zugänglich gemacht werden. Es soll dadurch 
ein Unterrichtsmittel beschafft werden, welches das Eindringen 
in die Wissenschaft gleichseitig belobt und vertieft. Uasselbe ist 
aber auch ein Forscbungsmittel von grosser Bedeutung. Denn 
in jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche 
inzwischen aich entwickelt und Früchte getragen haben, sondern 
es ruhen in ihnen noch zablloee andere Keime, die noch der Ent- 
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden und 
Forschenden bilden jene Schriften eine unerschöpfliche Fundgrube 
TOn Anregungen und fördernden Gedanken. 

Die Klassiker der exakten Wissenschaften sollen 
ihrem Namen gemSss die rationellen Naturwissenschaften, von der 
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen 
ausden Gebieten derMathematik, Astronomie, Physik, Chemie 
(einacbliesBÜch Xrystallkunde) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion führt von jetil ab Professor 
Dr. Arthur von Oett.ingen (Leipiig;; die einzelnen Ausgaben 
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen- 
achaften besorgt werden. Die Leitung der einselnen Abtheilungen 
abernahmen; für Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), für Mathe- 
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle], für Erystalikunde Prof. Dr. 
Qroth (München!, für Pflanienphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer 
(Leipiig), für Chemie Prof Dr. W. Ostwald (Leipzig). 
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Ereehieneii sind bis jetit aus dem Gebiete dev 

Mathematik: 

Nc. 5. C F, «aasa, Flaobentiieorie, (1837.) Deutsch herauEg. v. A, Wan- 
geriii. (62 8.) ^—.80, 

« 14. C. F. flaaSB, Die 4 Beweise der Zerlegung gEinier algebt. Functio- 
nen etc. (1799— 1S49.) Hsrausg. t. E. Netto. Mit 1 Tal (81 S.) 
^ 1.50. 

" 17. Ä. Bravais, AtliMidlungen übet symmetr, Polyeder, {1848.) tJborB. 
und in Gemeinsohaft mit P. Groth iieiausg. von C. u. E. BIiBius. 
Mit 1 Taf, (50 S.) ^ 1.—. 

PI 19. Üb. d. Aniiehang homogener EllIpEoide. Abhandlungen von Lffililace 
(1782), Ivory (1809), fianss (1813), Cliasles (1838] und Diriclilet 
(1839). HeraTiBg. -von A. Wangeriti. (118 S.) ^ 3.—. 

j> 46. Abhandlungen ubei Varlations -Rechnung. I. Theil; Ahhaiid- 
luiigen Ton Joli. Benionlli (1696), Jae. Bernoalli (i69T) und 
Leonbard Enler (1744). Heiausgegeben tod P. Stilckel, Mit 
19 Testfifureii. (144 S.) Jl 2,—. 

» 4T. II. Theil: Abhandlungen tou Lagrange (1762, 

1770), Legeudre (1786) und JacoM (1337). HerauEgegebeu von 
P. Stäcliel. Mit 12 Teitflgaren. (110 S.) .^1.60. 

" 60. Jacob Steiner, Dfe geometr, Oonatruetlonen, ausgeführt mitteist der 

»eraden Linie und eines festen Kreises, als Lehigegenstaiid auf 

ui- prafeilsclien Benutzung. 

H Oettingen. Mit'i&Tes.t^ 
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[De formatione et proptietatlbus Determiiiautiui 
(1841.) Herausgegeben Tüll P. Stllckel. ^(73 S.) Ji 1.20. 
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Nr.78. J.C. G. Jacolli, Ütiet die FuTictiojialdeteiminanten. (De deter- 
mmanlibns functioTialibus.) (1841.} Heraus geeeben TonP. Stacke!. 
(72 S-) JS 1.20. 

83. Jacob Steiner, Systematisclie Entwicklnng dei Abhängigkeit gdo- 
metrischeiGeBfalten von einander, mitBeriioksichtigung der Arbeiten 
aiter und neuer Geometer über Porismen, Projections-MetliodeTi, 
Geometrie der Lage, Transversalen, Dualität und Reclprocitat et«. 
(1832.) I. Theil. Heransgegeben von A. J. v. Oettingen. Mit 
2 Tafeln und 14 Fig. im Test. [126 S.) ^ 2.—. 

» 83, II, Theil. HerauägegebeD von A. J. t. Oettingan. 

Mit 2 Tafeln nnd 2 Figuren im Text. (162 S-l ^ 2.40. . 

'I 00. A.Bravais, Abhandlung üher die Systeme "Jon regelmäsEig auf einer 
Ebene oder im Raum TertheiltenPnnifen. (1848.) Übers, u. haraus- 
gagebenTonC.ii.E.ßlasius. Mit 2Tafeln. (142 8.) Jl %—. 

» 91. 6. Lejenne Dirichlet, Untersuchungsn übet TeisohladenB An- 
wendungen der IninitesiroaUnalysis auf dieZahlentbeorie. [1839 bis 
1840.) Deutsch herausgegeben ton B.Hanssner. (128S.) ^82.— . 

» 93. LeonliardEaler, Drei Abhandlungen über Kartenptojectlon. {i^^T\. 
Mit 9 Textflg. Herausg, von A. Wangetin. (78 S.) ^. 1.20. 

»103. JosepiLonis Lagrange'S Zusätze zuEuler'sElementander Algebra. 
Unbestimmte Analysis. Aus dem Französischen übersetzt von 
Ä, J. von Oettingan, herausg. von H. Weber. (171 S.) ^2.60. 

n 107, Jakob Beruonlli, Wahrscheinlichkeitsrechnung (Ars conjBClandi). 
[1713.} I. u. II. Theil. Übersetut und herausgegeben VQ-n 
B, HausEner. Mit 1 Figur im Text. (1628.) ^2.60. 

"108. III v.lY. Theil mit dem Anhange: Brief an einen 

Ftennd übet das Ballspiel (Jeu de Paume!. Übersetzt und 
herausgegeben von R. Haussner, Mit 3 Fig. (172S.) ^2.7". 
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Wahrsoheinlichkeitsreclmung 

(Ars conjectandi) 



Jakob Bernoulli. 

Basel 1713, 



Erster TheiL 

Abhandlung über die bei G-lüoks spielen möglichen 



Cliristiaii Hiiyghens. 

Mit ÄnmerkuDgeiL von Jakol) Bernonlli, 



[3] Wenn bei den Spielen, weluhe allein vom Glllok enf^ 
seHedeu werden, auch der Ausgang ungewiss ist, so lässt sieh 
doch immer genau berechnen, um wieviel wabi'scheiuliehei' ein 
Mitepieler gewinnt als verliert^ Z. B. : Wenn Jemand, nm 
zu gewinnen, mit einem Wilifel aeohs Augen auf den ersten 
Wurf werfen muss, so ist es nngewisa, ob er gewiant. Um 
wieviel wahrsoheiulielier es aber ist, dasa er yerliert, als dasa 
ei gewinnt, ist dm-eh die Spielbedingimg seibat bestimmt nnd 
läsat aioh duich Keohnung genau ermitteln. Oder: ich spiele 
mit einem Andern imt«r der BedLngimg, dasa derjenige den 
Spieleinsatz erhält, welcher zuerst drei Einzelspiele gewonnen 
hat. Wenn ieb nun bereits ein Spiel gewonnen habe, so ist 
es zwar noch nngewiss, wer von uns Beiden schlieaslich Sieger 
sein wird, aber es kann der Werth meiner Gewinnhoffnung nnd 
deijenigen meines Mitspielers genau ermittelt werden. Hierana 
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4 Jakob Bernoiilli. 

iäast sich, dann berechnen, um wieviel grösser der mir zu- 
fallende Theil des Spieleiasataes sein musa ala der meines Mit- 
spielers, wenn wii' nna geeinigt haben, das Spiel jetzt unvollendet 
aufzngeben, oder welchen Preis mir ein Dntter zahlen mnaa, 
■wean er in dem. Augenblicke an meine Stelle zu treten und 
meine Gewinnanaaichten zu übernehmen wflnsclit. In ähnlicher 
Weise lassen sich unzählige Fragen aufwerfen, wenn sich zwei, 
di'ei tmd mehr Peraonen an einem Spiele betheil^en. Da die 
hierbei anzuwendende Rechnung nicht allbekannt ist, aber 
sieh oft sehr nfltzlieh erweist, ao will ich hier die Methode 
derselben kni-z auseinandersetzen und dai'auf das, was sich 
auf Glücks- oder Würfelspiele Im besonderen bezieht, ent- 
wickeln. 

In beiden Fällen benutze ich den folgenden Grandsatz ') : Beim 
Glücksspiele ist die Hoffnung eines Spielers, etwas zu erhalten, 
ao hoch anzuschlagen, dasa er, wenn er diese Hofßiung hat, 
von neuem zur gleichen Hoffnung gelangen kann, [4] wenn 
er unter der gleichen Bedingung spielt. Wenn z. B. Jemand 
ohne mein Wiaaen in der einen Hand drei, ia der anderen 
Hand sieben Kugeln verbirgt imd mir die Wahl lässt, aus 
welcher Haud ich die Kugeln nehmen will, so s^e ich, dass 
mir dies ebensoviel werth ist, als wenn mir fünf Kugeln ge- 
geben seien. Und wenn ich fünf Kugeln habe, so kann ich 
von neuem dahin gelangen, dass ich die gleiche Ei'wartnng 
auf drei oder sieben Kugeln erlange: nämlich indem ich unter 
iingung spiele. 



Sata. 


Wenn icii die Si 


imme a oder die Summe l 


erwarte. 


von denen ich die 


eine ebeaso leicht wie die 


andere e 


srhalten kann, so i 


st der Werth meiner Hoff- 



Um diesen Satz nicht nur zu beweisen, sondern ihn sogar 
von Grund aus aufzubauen, setze ich meine Hoffnung gleich x. 
Dann muss ich, wenn ich x habe, die gleiche Hoffnung wieder 
erlangen können, sobald ich unter der gleichen Bedingung 
spiele. Gesetzt nun, ich spiele mit einem Ändern unter der 
Bedingung, dass jeder von uns Beiden die Summe x ein- 
setat und der Gewinner des ganzen Einsatzes dem Verlierer 
die Summe a geben muaa. Dieses Spiel ist völlig gerecht, und 
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ea ist klar, dasa iGh unter diesen Bedingungen die gleiche 
Ei'wai'tniig habe, die Summe a zu erhalten, wenn ich nämlich 
das Spiel verliere, als wie die Summe {2x — a), wenn- ich 
gewimne (denn dann erhalte ich den ganzen Einsatz 2a;, von 
welchem ich die Summe a meinem Mitspieler geben muss). 
Wenn nun aber 2x — a ebensoviel werth wäre als 5, so 
hätte ich auf a dieselbe Hoffmmg wie auf b. Ich setze 

also 2x — a^b und erhalte dana x^ — - — als Werth 

meiner Hoffnung. Der Beweis ist leicht. Wenn ich nämlich 

die Summe — -- — habe, so kann ich mit einem Ändern, wel- 



daas der Gewinner dem Verlierer die Summe a giebt. Auf 
diese Weise ist meine Hoffnung , a zu erhalten (wenn ich 
verliere), gleich der, b zu bekommen (wenn Ich gewinne); 
im letzteren Falle erhalte ich nämlich den ganzen Einsatz 
a~\- b, und von diesem habe ich dem Andern die Summe a 
zu geben. 

Zahlenbeispiel. Wenn ich die gleiche Hoffnung habe, 
die Summe 3 oder 7 zu erhalten, so ist der Werth meiner 
Hoffmmg gleich 5. Ea ist klar, dass, wenn ich die Summe 5 
habe, ich wieder zu der gleichen Hoflnung gelangen kann. 
[5] Wenn ich nämlich mit einem Andern unter der Bedingung 
spiele, dass jeder von Beiden 5 einsetzt und der Sieger dem 
Andern 3 giebt, so ist das Spiel völlig gerecht, da ich die 
gleiche Hoffnung auf 3 (wenn ich verliere) wie auf 7 (wenn 
ich gewinne) habe; im letzteren Falle erhalte ich nämlich den 
ganzen Spieleinsatz 10, von welchem ich dem Andern 3 geben 



s'Anmerkungeji. Der Verfasser dieser Abhandlung setzt am 
Schlüsse seiner Einleitung im Allgemeinen , hier aber und in 
den beiden folgenden Lehrsätzen im Einzelnen die Grundlagen 
seinet ganzen ^ eitahrens auseinander. Da es sehr wesentlich 
ist, dass das iichhge Verständniss derselben gewonnen wird, 
10 will Kh ^eisuihen, diese Grundsätze durch andere, ein- 
fachere und dem Verständniss eines jeden Lesers näher lie- 
gende Betrachtungen zu beweisen. Hierzu brauche ich nur 
Jeder darf soviel erwarten, als er 
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unfelilbar erlialten wird. Denkoii wii" uus, um ilea ersten 
Satz zu beweiaea, Folgeudea: Jemand hält iu der einen 
Hand 3 (oder allgemein «) nnd in der anderen 7 (oder b) 
Kwgelu; er stellt mir frei, die Ei^eln, welche er in der einen 
Hand, und einem Anderen die, welche er in der andern Hand 
hält, zu nehmen. Demnach erhalten wii' Beide zusammen 
unhedingt sieber und haben also zu erwarten die Kugeln, welche 
er in beiden Händen hält, das sind 10 (oder allgemein a-\- b) 
Kngeln. Jeder von uns Beiden hat aber den gleichen Ansprach 
auf das, was wir erwai'ten; folglieh muss die ganze Hoffnung 
in zwei gleiche Thelle getheilt und jedem die halbe Hoffnung, 

d. h. 5 jocler — - — j Kugeln zugebUli^ werden. 

Zusatz. Hieraus folgt, dass, wenn in der einen Hand a, 
in der andern Hand nichts verborgen ist, die HofEaung eines 
jeden von vns gleich ^a ist. 

Bemerkung. Aas dem Gesagten ist zu entnehmen, dass 
das "Wort Erwartung oder Hoffnung (Expectatio) nicht nm- 
in dem gewöhnlichen SLane genommen werden dai-f, in wel- 
chem wir etwas erwarten oder hoffen, was für uns gut und 
vortheilhaft ist; es kann vielmehr auch den Sinn haben, dass 
für uns Ungtlnatiges und Haohtheiliges zu befürchten ist. Das 
Wort bezeichnet daher unsere Hoffnung, das Beate zu erhalten, 
soweit als dieselbe nicht dui'ch die Furcht, Schlimmes zu be- 
kommen, gemässigt und abgeschwächt wird. Mithin mnss das 
Wort so verstanden werden, dass es die Mitte bezeichnet zwi- 
schen dem Besten, was wir erhoffen, und dem Sehlimmaten, was 
wir befürchten. Dies ist im Folgenden immer zu beachten.« 

[6] II. 

Satz. Wenn ich eine der Summen a, b oder r er- 
warten darf, von denen die eine ebenso leicht als 
jede der beiden andern mir zufallen kann, so ist 
der Werth meiner Hoffnung gleich ^[a -\- b ^ c). 

Um diesen Satz zu finden, bezeiclme ich wiederum, wie 
vorhin, den Werth meiner Hoffnung mit x. Wenn ich aber 
die Summe x habe, so muss ich die gleiche Hoffnung erhalten 
können, wenn das Spiel gerecht ist. Gesetzt nun, ich spiele 
mit zwei Andern unter der Bedingung, dass jeder von uns 
Dreien die Summe x einsetzt; mit dem Einen vereinbare ich 
ferner, dass er mii' die Summe b ^ebt, wenn er gewinnt, und 
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ich Lhm b auszahle, falls ict gewinne, und mit dem Dritten 
komme ich überein, daaa er mir die Summe c zu geben hat, 
wenn er gewiunt, und im eatgegengesetztea Falle ich ihm die 
gleiche Summe auBzuhänd^en habe. Das Spiel ist dann ein 
durchaus gerechtes, und ieh habe unter diesen Bedingungen 
die gleiche Erwai'tung auf Ö, wenn der Andere gewinnt, als 
auf c, wenn der Dritte siegt, als auch auf 3x — b — c, wenn 
ieh selbst gewinne [denn in diesem Falle erhalte ich die Summe 
3 a;, von welcher ich die Summen b und c an meine beiden 
Mitspieler auszahlen muss). Wenn nun ^x — b — c = a wäre, 
so hätte ich die gleiche Hoffnung « zu erhalten, wie b oder c. 
Ich setze daher Bx — 5 — c = « und erhalte dann für den 
Werth meiner Hoffnung x = {{a -\- b + c). Auf die näm- 
liche Weise findet man, dass, wenn ich auf a, b, c oder d 
gleiche Hoffniing habe, der Werth meiner Hoffnung gleich 
\[a + h + c ->r d] ist. 

»Anmerkungen, Dieser Sata kann in anderer Weise fol- 
gendermaassen bewiesen werden: Wir nehmen an, daas wir 
drei Kästehen haben, und dass a Kugeln in dem ersten, 
/) in dem zweifln und c in dem dritten K^tchen seien. Mir 
und zwei Andern sei nun erlaubt, dass jeder von uns ein 
Kästchen wähle und seinen Inhalt behalte. Dann geschieht es, 
dass wir Drei zusammen alle drei Kästchen nehmen und den 
gesammten Inhalt, das sind a-^- b -\- o Kugeln behalten. Jeder 
hat nun ebensoviel Hoffnung als einer der Anderen, und folg- 
hch ist die Erwartung jedes Einzelnen gleich dem dritten 
Theile der ganzen Summe , also gleich ^ {a ~\- b -\- c). 
[7] Wenn ich von vier Kästchen ein beliebiges wählen darf, 
30 folgt auf gleiche Weise, dass der Werth meiner Hoffnung 
gleich dem vierten Theile der Gesammtsumme , also gleich 
i{a + b + c + d] ist. Sind es fllnf Kästehen, so ist meine 
Hoffnung gleich \{a -\- b -{- c + d + e) zu bewerthen, u. s. w. 

Zusatz. Ist in einem oder mehreren der Kästchen nichts, 
90 ist klar-, dass dann der Werth meiner Hoffnung auf den 
Inhalt des oder der lihr^en Kästchen gleich dem dritten, 
vierten, fünften, . . . Theile sein wird, wenn insgcaammt drei, 
vier, fünf, . . . Kästehen vorhanden sind.« 

in. 

Satz. Wenn die Anzahl der Fälle, in denen ich die 
Summe a erhalte, gleich p und die Anzahl der räUe, 
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Icneu icli die Summe b erhalte, gleich y 
elime, dass alte FftUe gleich leicht 
inen, so ist der Werth meiner Hoffm 



Um diese Kegel zu finden , sefae ich wieder x für den 
Werth meiner Hoffnnng. Ich musa dann, wenn ich x habe, 
zur gleichen Erwartui^ kommen können, wenn das Spiel ge- 
recht ist. Ich nehme nun so viele Mitspieler, dass ihi'e Zahl, 
mich eingerechnet, gleich p -\- q iat; jeder der Spieler seiat 
die Summe x ein, sodass die Summe px + qx den gesummten 
Einsatz bildet, und spielt mit der gleichen Erwai-tung auf 
Gewinn. Ferner treffe ich mit q Mitspielern das Ueber- 
einkommen, dass mir jeder von ihnen die Summe b geben 
muss, falls er gewinnt, und umgekehrt, dass ich jedem dieselbe 
Summe geben mnss, wenn ich obsiege; in ähnlicher Weise 
einige ich mich mit den einzelnen p — 1 Übrigen Spielern 
dahin, dass mir jeder von ihnen die Summe « auszuzahlen 
hat, falls er das Spiel gewinnt, und dass umgekehrt ich jedem 
dieselbe Summe aushändige, wenu ich Sieger werde. Da bei 
diesen Bedingungen keiner der Spieler im Nachtheil ist gegen- 
über einem andern, so ist das Spiel ein völl^ gerechtes. 
Offenbar habe ich nun q Fälle, in welchen ich die Summe b 
erhalte, p — 1 Fälle, in welchen ich die Summe a erhalte, 
nnd einen Fall, in welchem iah. px -'r qx — qb — (p — l)a 
erhalte (wenn ich siege, erhalte ich nämlich den ganzen Ein- 
satz pz -\- qx und habe davon jedem Einzelnen der q Mit- 
spieler die Summe b und jedem der übrigen p — 1 Mitspieler 
die Summe a, also im ganzen qb-\-{p — l)ß auszuzahlen). 
Wenn nun px-\-qx — qb — [j) — 1)« gleich a selbst sein 
wüi'de, so hätte ich p Hoffnungen auf « (da ich bereits p — 1 
Hoffnungen auf a hatte) [8] und q Hoffnungen auf b und so 
würde ich wieder zu meiner früheren IIoffnUEg gekommen sein. 
Wenn ich also 

pz -^ qx — qh -- [p — \)a = a 

setze, so ist der Werth meiner Hoffnung 



1 oben behauptet worden ist. 



y Google 



WahrBoheinliclifceitBreehinmg (Ära conjectandi). 9 

Zahlenbeispiel. Wenn ich 3 Hoffauugen auf 13 Mark 
uüd 2 auf 8 Mark habe, so ist nach der vorstehenden Eegel 
der Werth meiaer Hoffnung gleich H, Es läsat sieh auch 
leicht zeigen, dass ich wieder zur gleichen Erwartung gelange, 
wenn ich 1 1 Mark habe. Ich nehme nämlich an, daaa ich gegen 
vier andere Spieler spiele und jeder von uns fünf Theilneluneni 
11 Mark einsetzt; mit zwei Spielern vereinbare ich einzeln, dasa 
wer von ihnen gewinnt mir 8 Mai'k geben muas, und ich bei- 
den je 8 Mark aushändige, wenn ich siege; mit den beiden 
andern Spielern einige ich mich dahin, daas jeder von ihnen mir 
13 Mark geben muss, wenn er Sieger wird, und ich beiden 
je 13 Mark gebe, wenn ich gewinne. Dann iat das Spiel völlig 
gerecht, und ich habe zwei Hoffiiungen auf 8 Mark, wenn 
einer von den beiden Spielern, welche mir 8 Mark versprochen 
haben, gewinnt, imd drei Hoffnongen anf 13 Mark, wenn 
einei der beiden übrigen Spieler oder ich selbst das Spiel ge- 
winne (im letzteren Falle erhalte ich nämlich den ganzen Ein- 
satz, gleich 55 Mark und muaa von demselben zwei Spielern 
je 13 Mark und den beiden andern je 8 Mark geben, sodass 
mir selbst 13 Mark übrig bleiben). 

» Anmerkungen. Anders läast sich die Eegel auf folgende 
Weise begründen. Ich nehme wieder an, d^s mit mir p -\- q 
Personen am Spiele theilnehmen und dass jedem Einzelnen je 
ein Fall zukommt. Es seien nun ehensoviele Kästchen vor- 
handen, von denen jedes die Summe enthält, welche in dem ein- 
zelnen Falle erhalten wird, d. h. p Kästchen enthalten a und q 
Kästchen fi. Jeder Mitspieler nimmt ein Käatehen; alle zusammen 
bekommen mithin sicher den Inhalt sämmthcher Kästchen, das 
ist pa-\- qh. Da nun alle Spieler die gleiche Hoffnung haben, 
so mnss man die Summe, welche sie zusammen erhalten, durch 
ihre Anzahl dividiren, und erhält für den Werth der Hoffnung 

jedes Spielers — — — — . Auf gleiche Weise kann man zeigen, 

dass der Werth meiner Hoffnung gleich — ist, 

p + q + r 
wenn ich in p Fällen a, in q Fällen h und in r Fällen c zu 
erwarten habe. 

[9] Zusatz 1. Hieraus ergiebt sich sofort, dass, wenn 
mir in p Fällen a und in q Fällen nichts zukommt, meine 
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Zusatz 2. Wenn die Anzahl der Fälle einen. gemeinsameE 
TteÜer taben, ao kann offenbar der Wertk meiner Hoffnniig 
auf einen Bruch mit Meineren Zahlen im Zähler und Nenner 
zurückgeführt ■werden. Denn wenn ieh a in mp FäUen Tind h 
in mq Fällen erhalte, so ist nach der obigen Regel meine 

Hoffnung gleich — ; — . welcher Werth durch Division 

mp -j- mq 

n,it m gleich 2^±^^ wird. 

Zusatz 3. Wenn ich in f FäUen ( 
in r Fällen c erhalte, so kommt dies auf d 

wenn ich ^ + 5 Fälle habe, in denen 

und r Fälle, in denen ich c erhalte. Denn nach der obigen 
Regel ergiebt sich als Werth meiner Hoffnung: 



(? + ?) + '■ p^- q -^r 

Zusatz 4, Wenn ich p Falle, a zu erlangen, 5 Fälle, 
h zu erhalten und r Fälle dafür habe, in meiner Lage zu 
bleiben, d.h. meine ursprüngliche Hoffnung zui-iickzuerlangen, 

so ist meine Hoffnung gleich — also gleich derjenigen, 

welche ich haben würde, wenn keiner der r Fälle vorhanden 
wäre. Denn bezeichne ich mit x den Werth meiner urspi-iing- 
llohen Hoffnung, so habe ieh f Fälle füi- o, q Fälle für h und 
r Fälle für x. Meine Hoffnung hat also nach der Regel 
[Zusatz 3) den Werth P"''^^ + ra; ^ ^^^^ ^^ dieselbe mit 



woraus 

•px -\' qx -\' rx = ]3a ^ qh -\- rx 

und schliesslich 

_^ ^ pa + qb 

P + 'i 
folgt. 
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Zusatz 5. Wenn ich in p Fälleu die Summe « (von 
welohei- ich die Hälfte ala Einsatz geleistet habe) und in q 
Fällen nichts erhalte, so bezieht sich meine Hoffnung, welche 

na«h dem ersten Zusätze srleich — -— ist, anf den ganzen 

Einsatz nnd bezeichnet den Theü des gesanunten Einsatzes, 
welcher mii- von diesem anföi^lich gebühi't, nicht die Grösse 
meines Gewinnes oder Verlustes. Handelt es sieh aber um 
diesen, so mnss ich bedenken, dasa ich nur -^ « gewinne, wenn 
der ganze Einsatz mir zufällt, und nur \a verliere, das heiast 
— \a gewinne, wenn ich nichts von dem Einsätze erhalte. 
Daher ist in diesem Sinne meine Hoffnung gleich 

? +9 " i' + S ' 

f Igl h teht m e n Gewinn n \. 9 cht wenn j als 

q st und e n A e In t i* enu g " öaser als j t 

[10] Zusatz Wenn h / Falle habe n lenen h 

des mme nd q Tällo n denen ch lie b mme d e 

h Ite wo eh zwar zu ke ne von be 1 n Summen etwa le 
ge t 61-t m jelo h d f The Inahme am Sp «1 um len P 

u + /? 

\ umme kauft habe ao st me ue H fi un„ ^— 

J> + 1 

v; ei um cht ganz i f den f w nn zu 1 e hen onle n 

m a um len We th v rm n le -t we den Denn e n 

hm n M tsp eler n gebe und e m i ode b z uck 

g 1 1 so kommt d es a f dis eil e hinaus ih wenn h len 

Ände n u hts gete ul e m — 1 / — zu k 

st tt t In d a m 1 ill e minde t s 1 1 e de "W e tl 

me ne Hofin v a t 

p{a-n] + g[b^n] __ pa + qb ^. 

P+q p+g ' 

welcher mir wiederum Gewinn oder Verlust in Aussicht stellt, 
je nachdem der positive TheU gi-össer als der negative ist 
oder umgekehrt. 

Bemerkung. Ein Blick auf diese Rechnung ze^, daaa 
sie mit der in der Mischungsrechnuig gehränehlichen Kegel, 
nach welcher Dinge von verachiedeuem Werthe in gegebenen 
Mengen miteinander veiinischt werden und nach dem Preise der 
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Misetiung gefragt wbcl, grosse Äelmliclikeit hat, oder vielraelir 
dass die Rechnnag in beiden Fällen ganz die gleiche ist. Denn 
wie die Summe aller Prodnkte, welche ich erhalte, wenn ich 
die Menge jedes der zu mischenden Dinge in den zngehörigea 
Preis multipliclre, dividirt durch die Snnmie aller einzelnen 
Mengen mir den Preis der Mischung bestimmt — welcher 
immer zwischen dem höchsten und niedrigsten Preise der ein- 
zelnen Bestandtheile liegt — , so ergiebt die Summe der Pro- 
dukte aus den Zahlen der Fälle La den Gewinn des einzelnen 
Falles dividii-t dnrch die Anzahl aller Fälle den Werth der 
Hoffnung, welcher ebenfalls immer zwischen dem zu erwarten- 
den grössten und kleinsten Gewinne Hegt. Nimmt man nun 
die dort fflr die Mengen der Bestandtheile und ihre Preise gül- 
tigen Zahlen hier für die Zahlen der Fälle und die zugehörigen 
Gewinne, so wird auch dieselbe Zahl dort den Preis der Mischung, 
hier den Werth der Hoffnung angeben. Z. B. Wenn man drei 
Kannen Wein znm Preise von 13 Mark mit zwei Kannen Wein 
zum Preise von SMai'k mischt und 3 mit 13, 2 mit 8 multiplicLrt, 
so erhält man als Preis aller Kannen der Mischung 5ä Mark; 
diyidirt man diese Zahl dnrch 5, die Anzahl der Kannen, so 
ergebt sich als Preis einer Kanne der Mischung 1 1 Mark, 
Ebenso hoch ist aber nach der obigen Eegel der Werth meiner 
Hoffnung, wenn ich 3 Fälle für 13 niul 2 für 8 habe.« 



[11] IV. 

Aufgabe^). A spielt mit B unter der Bedingung, 
dass derjenige, welcher zuerst dreimal gewonnen 
hat, den Spieleinsatz erhält, Nun hat A bereits 
zweimal, B aber erst einmal gewonnen, und ich will 
wissen, wie der Spieleinsatz in gerechtem Verhält- 
nisse getheilt werden muss, wenn Beide jetzt das 
Spiel abbrechen. Wieviel erhält A? 

Um die vorgelegte Frage nach der gerechten Vertheilnng 
des Spieleinsatzes unter die beiden Spieler, deren Gewinn- 
hoffnungen ungleiche sind, zu beantworten, beginnen wir mit 
einem leichteren Falle. 

Zuerst muss man die Spiele beachten, welche beiden 
Spielern noch fehlen'^'. Wenn sie unter einander vereinbart 
hätten, d^s derjenige den Einsatz erhält, welcher zuerst 
zwanzig Einzelspiele gewonnen hat, und A bereits 10 Spiele 
gewonnen hat, der Ändere aber erst 18, so ist offenbar die 
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I-Iofi'nuug des A auf GewinE um ebensoviel besser wie die 
des B, als aie es im Falle der vorliegenden Aufgabe ist, wo 
A von 3 Spielen schon 2 gewonnen hat, £ aber erst 1 ; denn 
in beiden Fällen fehlt dem A noeh ein Spiel, dem B aber 
fehlen noch 2 Spiele. 

Um den jedem der Spieler zukommenden Theil des Biuaafaea 
zu bereehnen, muss man erwägen, welche Fälle eintreten können, 
■wenn sie daa Spiel fortsetzen. Gewinnt A dann sofort das 
nächste Spiel, so hat er die vorgeachriebene Zahl von Spielen 
gewonnen und erhält den ganzen Einsatz, welcher dnrch a 
bezeichnet werden magl^'. Gewinnt aber 5 das nächste, Spiel, 
so sind die Hoffnungen beider Spieler anf Gewinn einander gleich 
geworden (da ja jedem von Beiden nur noch ein Spiel fehlt) 
und jedem kommt daher ^ß zu. Nun hat A aber die gleiche 
Aussicht, dieses erste Spiel zu gewinnen als es zu verlieren, d, h. 
die Erwartungen a oder ^a zn erhalten. Mit Eflcksicht auf 
den Lehrsatz I erhält also A die halbe Summe beider, das ist 
^a, und es bleibt folglieh seinem Mitspieler -Ja flbrig''^', welcher 
Theil auch direct auf die gleiche Weise wie der des A hätte 
gefunden werden könnenl^l. Daiana ergiebt sich, dass der- 
jenige Spieler, welcher den Plala des A in dem Spiele ein- 
nehmen will, ihm ^a geben muss, und dass derjenige, welcher 
ein Spiel gewinnen muss, ehe der andere 2 Spiele gewonnen 
hat, 3 gegen 1 einsetzen kann'^'. 

[12] »Anmerkimgen. (A) [Zuerst muss man die Spiele 
beaehten, welche beiden Spielern noch fehlen.] Es ist 
also bei der Berechnung der zu erwartenden Gewinne nur auf 
die Spiele, welche noch gemacht werden müssen, Eücksicht zu 
nehmen, nicht auf die bereits gemachten. Denn für jedes 
einzelne folgende Spiel ist die Wahrscheinlichkeit, dass das 
Glttck diejenigen Spieler begünstigt, welche es bisher bevorzugt 
hat, nicht grösser als die, dass es diejenigen begünstigt, welche 
es bisher stiefmütterlich behandelt hat. Dies glaube ieh gegen- 
über der lächerlichen Ansicht von vielen Leuten bemerken zu 
müssen, welche das Glück gewissei-maassen als einen Besitz 
betrachten, welcher eine längere Zeit bei einem Mensehen 
bleibt und ihm gleichsam ein Recht einräumt, künftighin ein 
gleiches Glück zu erhoffen. 

(B) [weicher durch a bezeichnet werden mag.] Unter 
dem Buchstaben a können wii' nicht nur mit dem Verfasser 
[Huygherts] die eingesetzte Geldsumme, welche nnter den Mit- 
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apiclom im. Verhältnisse der zu crwartcndcii Gewinne getieilt 
werden kann, verstehen, sondern auch ganz allgemein alles 
das, was zwar an sich uutheilhai' ist, aber doch als theilbar 
nach der Anzahl der Fälle, in denen es erworben oder ver- 
loren, erreicht oder nicht erreicht wird, aufgefasst werden 
kann, wie dies im letzten Theile dieses Buches ausführlicher 
gezeigt werden wii^d: z. B. eine Belohnung, einen Lorbeer- 
ki-anz, einen Sieg, eine LebenasteUnng, einen bestimmten Ver- 
mögensstand, ein öffentliches Amt, u'gend eine Unternehmung, 
Leben oder Tod u. s. w. Wenn z. B. zwei zum Tode ver- 
urtheilten Verbrechern durch besondere Gunst des Fürsten 
gestattet wird, bei gleicher Hoffnung auf Gewinn um ihr Leben 
zu Würfeln, so muss man annehmen, dass jeder die Hoffnung 
auf -^ Leben oder ^ Tod nach dem Satze I hat, sodass ein 
solcher Mensch im eigentlichen Sinne des Wortes halblebendig 
oder halb to dt genannt werden kann. 

(C) [es bleibt folglich seinem Mitspieler ^a tibrig.] 
D. h. der Rest des gesammten Einsatzes, da nach Abbruch 
des Spieles A und B zusammen sicher den ganzen Einsatz a 
haben müssen. Wenn aber in einem bestimmten Falle beide 
Spieler mehr oder weniger als das Ganze a erhalten, so kann 
auch die Hoffnung des einen Spielers die des andern nicht 
zu ß ergänzen. Wenn z. B. zwei Verbrechern, welche gehäugt 
werden sollen, gestattet wird, unter der Bedingung mit ein- 
ander um ihr Leben zu würfeln, dass derjenige, welcher 
weniger Augen wirft als der andere, gehängt wird, dem 
anderen aber das Leben geschenkt wird, und dass Beide be- 
gnadigt werden, wenn sie die gleiche Zahl von Augen werfen, 
so hat, wie später gezeigt wird, jeder von beiden die Hoffnung 
■j^« oder -j^ des Lebens. In diesem Falle folgt daraus nicht, 
dass die Hoffnung des andeni Verbrechers -^ des Lebens 
beträgt, denn da die Hoffnungen beider offenbar gleich sind, 
so hat auch der andere eine Hoffnung gleich -j^ des Lebens, 
also beide J Leben, d. b. mehr- als ein Leben. [13] Dies 
kommt daher, dtiss es keinen Fall giebt, in welchem nach 

g des Spieles nicht wenigstens einer am Leben bleibt, 
} aber einige Fälle ^ebt, in welchen beide Verbrecher 
am Leben bleiben. 

(D) [welcher Theil auch direot u. s. w,] Nämlich auf 
folgende Weise: Wenn der Gegner B das nächste Spiel ge- 
winnt, so sind die Hoffnungen beider Spieler wieder gleich 
und betragen für jeden ^a; wenn A aber gewinnt, so erhält 
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jenei nichts Di B il^o mit gleiclier Wahrscheinlichkeit \a 
nnd nichts erh'vlten kann, 10 ist dei Werth seiner Hoffnung 
gleich \a nich Zusatz 1 de« Sitzen III. 

(E) [und dias deiiemgp, welcher ein Spiel u. s. w.] 
Man mnss nachweisen, dass Deqen^e, welcher in drei Fällen 
gewinnen und nur in einem Falle verlieren kann oder welcher 
drei Viertel des Einsatzes ei^werben will, 3 gegen 1 einsetzen 
kann. Zu diesem Zwecke muas man ajinehmen, dass er die 
Aussichten dreier Spieler übernimmt. Denn wenn vier Spieler 
mit gleicher Aussicht auf Gewinn spielen und jeder von ihnen 
i einsetzt, so hat jeder seinen Einsatz, also den vierten 
Theil des ganzen Einsaiaea au erwarten. Sach Znaata 1 des 
Sataes III haben also jene drei Spieler -f des Einsatzes und 
der vierte \ desselben zu erwarten. Da die erateren aber 
auch 3 eingesetzt haben, während der letztere rnu- 1 beige- 
steuert tat, 80 ist es völlig gerecht, dasa deijenige , welcher 
an die Stelle der drei Spieler treten will, d. h. welcher drei- 
mal mehr als aein Mitspieler gewinnen will, auch dreimal mehr 
einsetzt. Oder auf andere Weise: Wer drei Fälle hat, in 
denen er gewinnt, und nnr einen Fall, in dem er verliert, 
kann eben so oft di'eimal gewinnen, als der Andere nur ein- 
mal. Wenn also daa Spiel gerecht sein soll, ao muss jener 
Spieler mit der dreifachen Gewinnanssieht ebensoviel gewinnen 
als der andere mit seiner einfachen, was nur der Fall ist, 
wenn der erstere dreimal soviel als der leiat^re einsetzt. Und 
so kann man allgemein zeigen, dass ein Spieler um so mehr 
billiger Weiae einaetzen muaa, je grösser seine Hoffnung auf 
GcTi'inn ist, wenn die Aussichten der Spieler gleich sein sollen.» 



Aufgabe, Dem Spieler A fehlt, um zu gewinnen, 
noch ein Spiel; seinem Gegner B aber fehlen noch 
drei Spiele dazu. Es soll der Einsatz in gerechter 
Weiae getheilt werden. 

Wir betrachten wiederum, wie die Verhältniase Hegen, wenn 
A oder sein Gegner B das erste Spiel gewinnen. Wenn A 
gewinnt, so erhält er den Einsaia a. Gewinnt aber B, 
[14] so fehlen ihm noch zwei Spiele und dem A noch ein Spiel. 
Beide würden sich dann in der gleichen Lage belinden, wie sie 
in der vorigen Aufgabe angenommen war, und A würde | a er- 
halten, wie dort gezeigt wurde. Er kann alao ebenso leicht a, 
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wie -|ö( erlialteu, "waa nach dem Saiae I für ihm -J« ergiebt; 
seinöin Mitspieler 5 bleibt nur -^a öbrig, sodass Sie Hoffnung 
des A sich zn der des .S wie 7 : 1 verhält. 

Wie aber bei dieser Eeehnung auf die vorhergehende 
zurtlckgegiiffen ist, so wird diese wieder weiter benutzt, wenn 
wir annehmen, dass dem A ein Spiel fehlt und seinem Geg- 
ner iJ vier Spiele fehlen. Auf gleiche Weise ergiebt sich 
dann, dasa A ^ und B ^V ^^^ Einsatzes erhalten muss. 

sAnmerkung. Aus der Eeihe der Brüche ^a, ^a, ^a, 
welche in der voraufgehenden und in dieser Aufgabe gefunden 
worden sind, erkennt mau weiter, daas, wenn dem B noch 
5 Spiele zum Gewinnen fehlen, die Erwai-tuug des A gleich 
^^a ist; dass aie gleich f^a ist, wenn dem B noch 6 Spiele 
fehlen, und gleich tII«, wenn dem B noch 7 Spiele fehlen. 
Allgemein^), wenn dem A ein Spiel fehlt, dem B aber noch 
n SpielCj ao verhält sich die Erwai-tuug dea A 2u der des B 
wie ("2" — 1) : 1.« 

VI. 

Aufgabe. Dom Spieler A fehlen zwei Spiele und 
seinem Mitspieler B drei Spiele, 

Nach dem ersten Spiele fehlen entweder dem A noch ein 
Spiel und dem B noch drei Spiele (in welchem Falle dem 
A nach dem vorigen Satze ^a zufallen würde), oder es 
fehlen beiden Spielern noch je zwei Spiele (in welchem Falle 
dem A offenbar ^a zukommt, da dann beider Hoffnungen 
gleich sind). Nun ist für A die Möglichkeit, das erste Spiel 
zu gewinnen, die gleiche wie die es zu verlieren, daher hat 
er die gleiche Hoffnung auf -Ja und auf ^a, woraus nach 
Safa I für A aich \^a ergiebt. Es gebühren dem A mithin 
1 1 Theile und seinem Gegner B nnr 5 Theile des Einaatzea. 



[15] VII. 

Aufgate. Dem Spieler A fehlen zwei Spiele und 
seinem Mitspieler B vier Spiele. 

Nach dem ersten Spiele sind Ewei Fälle möglich: Ent- 
weder hat A daa erste Spiel gewonnen und muas also noch 
ein Spiel gewinnen, wähi'cnd B noch vier Spiele zu gewinnen 
hat, oder A hat das erste Spiel verloren und muss noch zwei 
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Spiele, S noch di-ei Spiele gewinnen, A hat also auf \^g 
lind auf \^ q die gleiche Hoftoung; er erhält daher, nach 
Satz I, ^1 g. Daraus leachtet unmittelbar ein, daas A günsti- 
gere Aussichten hat'^', wenn er zwei Spiele und B vier zu 
gewinnen hat, als wenn er nur ein Spiei gewinnen musa, ehe 
B zwei gewonnen hat. Denn in diesem letzteren Falle ist der 
Antheli des A, welcher ein Spiel gegen zwei des B gewinnen 
. muss, gleich ^q na,eb Satz IV, was weniger ist als -j-l-j.« 

»Anmerkungsn. (F) [Daraus leuchtet u. s. w.] Es hat 
derjenige Spieler noch günstigere Aussiebten, welcher di'ei Spiele 
gewinnen muss, während der andere noch aeehs zu gewinnen 
hat, denn es ergiebt sich fnr seinen Theil ^^f$, was mehr 
als ^^2 ist. Derjenige, welcher ein Spiel zu gewinnen unter- 
nimmt, ehe der andere vier Spiele gewonnen hat, besitzt 
nielit die gleiche Hoffnung wie jeuer, welcher zwei Spiele 
gewinnen muaa , bevor der andere acht Spiele gewonnen hat, 
sondern die Erwai'tnng desjenigen, welcher zwei Spiele ge- 
winnen muss, ehe sein Mitspieler sechs Spiele gewonnen hat. 
Wenn die Recbnrmg nicht eines Besseren belehi-te, so möchte 
vielleicht Niemand glauben, dass nicht zwischen den Hoffnungen 
zweier Spieler das gleiche Verhäitniss bestehen musa, wenn 
das Verhäitniss der noch fehlenden Spiele das gleiche ist 
Dadurch müssen wir uns mahnen lassen, daaa wir mit der 
Antwort vorsichtig sein müssen und unsere Ueberlegnngen 
nicht auf scheinbare Analogien gründen dürfen, wie ea häufig 
genug selbst von aonst aebi' klugen Leuten geschieht. 

Es mag mir gestattet sein, hier eine Tafel*) für zwei 
Spieler A und B anzufügen; eine ähnliche Tafel hat der Ver- 
fasser [Huygens) weiter unten nach Aufgabe IX für drei 
Spieler gegeben. 



*) Die Tafel giebt den Theil des Einsatzes an, welcher dem A 
ankommt, wenn das Spiel in dem Augenblick abgebrochen wird, 
wo, Tim den ganzen Einsatz zu gewinnen, dem A noch 1,2,.. ., 
9 Spiele und dem B noch I, 2, , , ,, 7 Spiele fehlen, TT. 
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[16] 



Tafel für 2 Spieler. 



Anzahl II 
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Diese Tafel kann mit grosser Leichtigkeit beliebig weit 
fortgesetzt werden: Die Fortsetzung der ersten Zeile geschieht 
nach der in der Anmerkung zu der Aufgabe V gegebenen Eegel, 
In der ersten CoIi\mne erhält man die einzelnen Glieder dui'oh 
fortgesetztes Halbii'en von ^. Jedes andere Glied, welches 
weder der ersten Zeile noch der ersten Colnmne angehört, 
erhält man dadurch, dass man die Glieder, welche dem ge- 
suchten in derselben Zeile und in derselben Colnmne nnmittel- 
bar Yorangehen, zii einander addirt und die Summe halbirt. 
Die Cousti'uction der Tafel ist nach dem eben Gesagten hin- 
reichend deutlich. Wie aber die Hoffnungen zweier Spieler, 
denen noch eine beliebige Anzahl von Spielen fehlen, ohne 
Foi-taetzung der Tafel eiinittelt werden können, wird weiter 
unten im Anhange zu Kapitel IV des zweiten Theiies gezeigt 
■werden. « 

[17] VIII. 

Aufgabe. Wir nehmen jetzt an, daas drei Per- 
sonen A, B und C mit einander spielen und dass 
A und B je ein Spiel fehlt, während dem C zwei 
Spiele fehlen. 

Damit man den dem A zukonimeuden Antheil findet, muss 
man wiederum aaf das sein Augenmerk richten, was ihm zu- 
kommt, wenn er selbst oder einer der beiden andern Spieler 
das erste Spiel gewinnt. Gewinnt er selbst, so erhält er den 
Einsatz a. Gewinnt aber B, so erhält A nichts, da Ja dann 
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B das Spiel lieecdigt tiben ^ilidc ^\ ean sehlicaliLb C 
gewiaut, so fühlt jedem dei diei Spielei noch ein Spiel und 
es kommt dabei jedem von ihnen \a zu Also hat A emen 
Fall für ß, einen für Null und einen fnr \a fda jedei der 
drei Spieler mit gleiehei Wahrscheinlichkeit das eiste Bpiel 
gewinnen kaiml, was nieh Satz II füi ihn ^a ausmacht 
In gleicher Weise eigiebt sieh, dasa ^a dem B zukommen, 
und folglieh bleibt ^a für (" ubiig Mm hnfte iu(,h den Thcil 
des C fflr sich heiechiieii und dinn die \ntin.ile dei An 
deren finden k innen i*^' 

»Anmerkung. (G.) (Man hätte auch den Theil des 
C n. a. w.] Hämlich auf folgende Weise: Gewinnt C selbst das 
erste folgende Spiel, so ist seine Hoffunug auf Gewinn gleich 
\a. Wenn aber A oder B daa nüchste Spiel gewinnen, so 
erhält nichts. Folglich hat er einen Fall für \a und zwei 
Fälle für nichts, was nach Zuaatz l des Satzes III für ihn ^ a 
ei-giebt. « 



Satz. Um bei beliebig vielen Spielern, von denen 
dem cineu mehr, dem andern weniger Spiele noch 
fehlen, die Hoffnung jedes einzelnen zu berechnen, 
muss man ermitteln, was dem Spieler, dessen Antheil 
bestimmt werden soll, zukommt, wenn er seihst oder 
irgend ein andrer Spieler das nächstfolgende Spiel 
gewinnt. Addirt man die so erhaltenen einzelnen 
Theile zu einander und dividirt man die Summe 
durch die Anzahl der Spieler, so erhält man den 
gesuchten Antheil des betreffenden Spielers. 

[18] Nehmen wir an, dass drei Spieler A, B, C am 
Spiele theilnehmen und dass dem A noch ein Spiel feUt, 
während dem B und dem C noch je zwei Spiele fehlen. Es 
soll der Theil des Einsatzes gefunden werden, welcher dem B 
zukommt. Der ganze Einsatz werde mit g bezeichnet. 

Zunächst muas man bestimmen, was dem B zukommt, 
wenn er selbst oder A oder C das nächste Spiel gewinnt. 

Gewinnt A, so hat er dadurch das Spiel beendigt und 
folglieh erhält B nichts. Wenn B gewinnt, so fehlt ihm danu 
ebenso wie dem Ä noch ein Spiel, dem C aber fehlen noch 
awei Spiele. 'Sacli dei: Aufgabe "VUl komm.t dem B in dieaem 
Falle -^q lu. 
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Wenn endJioh G das uäehstfolgentle Spiel gewinnt, so feilt 
sowohl dem Ä, als dem C ein Spiel, wähi-end dem i? noch 
zwei Spiele fehlen; nach der Aufgabe Vni gehllhrt dem B 
dann ^q. Da nun B auf 0, ^q und \q die gleiche Hoff- 
nung hat, 90 folgt aus Satz ü, dasa der ihm gebührende Theil 

des Einsatzes gleich ■ — — ^ = -^^j q ist. 

Um aber in irgend einem beliebigen Falle zu fiuden, was 
jedem einzelnen Spieler geböhi-t, wenn er selbst oder einer 
der Mitspieler daa nächstfolgende Spiel gewinut, muaa man 
zunächst einfachere Fälle uutersucben und mit HtUfe dieser 
die darauf folgenden ver wich eiteren Fälle. Denn wie der 
letate Fall nicht gelöst werden konnte, bevor der Fall der 
Aufgabe VIII, in welchem 1, I, 2 Spiele noch fehlten, er- 
ledigt war, so iässt sich auch der jedem Spieler zukommende 
Antheil in dem Falle, wo noch 1, 2, 3 Spiele fehlen, nicht 
berechnen, wenn nicht zuvor die beiden Falle, in welchen 
noch 1, 2, 2 Spiele und 1, 1, 3 Spiele fehlen, erledigt worden 
sind. Der erstere dieser beiden Fälle ist soeben behandelt 
worden, und der letztere kann in gleicher Weise nach der Auf- 
gabe VIII erledigt werden. Auf diese Weise kann man all- 
mählieh alle Fälle, welche auf der folgenden Tafel verzeichnet 
sind, und beliebige andere ausrechnen. 
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[20] Uetoer das Würfelspiel*). 

Bd dem Wßrfelspiele können Fragen folgender Art auf- 
geworfen werden: Wie gross ist die Wahraoheinliehteit , mit 
einem Würfel 6 Augen oder eine andere Zahl von Augen zu 
werfen? Wie gi'oas ist die Wahraoheinlichkeit, mit zwei 
Würfeln zwei Sechsen oder mit drei Würfeln drei Sechsen au 
werfen? Und andere derartige Fragen. 

Um diese Fragen zu beantworten, muas man Folgendes 
beachten. Znnächst giebt es sechs verschiedene Würfe mit 
einem Wtii-fel, von denen jeder gleich leicht fallen kann, wenn 
der Würfel die Gestalt eines genauen Cubna besitzt, was wir 
annehmen. Ferner sind mit zwei Würfeln 36 verschiedene 
Wflrfe möglich, von denen ebenfalls jeder eben so leicht als 
ein anderer fallen kann. Denn mit jedem Wurfe des einen 
Würfels kann jeder der sechs Würfe des anderen Würfels zu- 
sammentreffen, was 6 X 6 ^ 36 Würfe ergieht. Bei drei 
Würfeln sind 216 einzelne Würfe möglich, da mit jedem der 
36 Würfe zweier Würfel jeder der 6 Würfe des dritten 
Würfels zusammenti'effen kann, was 6x36 = 216 Würfe 
einlebt. Auf gleiche Weise erkennt man, dass mit 4 Würfeln 
6 X 2!6 = 1296 Würfe möglich sind, und so kann man die 
Anzahl der mit beliebig vielen, z. B. n Würfeln möglichen 
Würfe berechnen, indem man die Anzahl der mit {n — 1) 
Würfeln möglichen Würfe mit 6 mnltipliclrt, was 6" Würfe 
ergiebt. 

Weiter ist zu berücksichtigen, dass mit zwei Würfeln nur 
ein einziger Wnrf möglich ist, welcher 2 oder 12 Augen zeigt, 
dasä aber zwei Würfe möglich sind, welche 3 oder 11 Äugen 
aufweisen. Bezeichnet man nämlich die beiden Würfel mit TF, 
und TV^ , so sind für 3 Angen die beiden FäUe möglieh, dass 
die Augenzahl auf W^ eins, auf W^ zwei oder auf W^ zwei, 
auf W^ eins ist; um 11 zu werfen, müssen auf W, sechs, 
auf IFj fünf oder auf TV, fünf, auf W^ sechs Augen er- 
scheinen. Für den Wui-f 4 sind di'ci Möglichkeiten vorhanden, 
nämlich 1 auf W^ und 3 auf W^, oder 3 auf TF, und 1 
auf fV^, oder schliesslich 2 auf W^ und 2 anf TV^. 

Für zehn Augen ergeben sich ebenfalls drei Würfe. 

FUä' fünf oder neun Augen ergeben sieh vier Würfe. 

Für sechs oder acht Äugen ergehen sich fünf Würfe. 

Für sieben Äugen ergeben sich sechs Würfe. 
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[21] 



Bei drei Wilrfeln ergeben sieh für 



j Anmerkungen. Was liier der Verfasser [Huygens) für 
zwei Tuid drei Würfel dargelegt hat, lässt sich auch weiter 
auf vier, fünf und mehr Würfel ausdehnen und die Anzahl 
der Würfe, welche möglieh sind, um eine beliebige Anzahl 
von Augen zn werfen, ganz ähnlich berechnen. Weil es 
aber leicht möglich iat — zumal wenn viele Würfel vorhanden 
sind — dass man eine gi'Össere Zahl von Würfen Übersieht, 
wenn man bei ihrer Aufzählung nicht eine beatimmte Ord- 
nung innehält, so will ich das Verfahren angeben, welches 
man anwenden muaa, um sicher zu sein, alle Fälle ge- 
funden und keinen Fall ausgelassen zu haben. Zunächst 
muaa man untersuchen, auf wieviele verschiedene Arten die 
au werfende Anzahl von Augen aich iu ao viele Summanden 
zerlegen läaat, als Würfel vorhanden sind. Keiner der Sum- 
manden darf grösser ala ß sein. Dann muaa man ei-mitteln, 
wie viele Würfe jeder einzelnen Zerlegung entsprechen. Da 
sich dies Alles aber besser an einem Beispiele, als durch all- 
gemeine Regeln erläutern lässt, so will ich bestimmen, wie viele 
Wüi-fe möghch sind, wenn mit 4 Würfeln 12 Augen geworfen 
werden sollen. 

Zu dem Zwecke fange ich mit den vier Einheiten an, indem 
ich 1, 1, t, 1 hinschreibe; dann vei-mehre ich die erste Eins 
durch foiigeaetzte Addition von 1, his ich 6 und also nun 6, 
1, 1, 1 erhalten habe, Da aber die Summe dieser vier Zahlen 
noch nicht gleich der vorgegebenen Zahl 12 ist, so erhöhe ich 
mit der eraten Eins glei'ohzeitjg auch die zweite auf 2, auf 
3 und schreibe 2, 2, 1, 1, dann 3, 3, 1, 1; erhöhe ich hier 
wieder die erste Zahl ai\f 6, so erhalte ich 6, 2, 1, 1 und 
6, 3, 1, 1. Da aher die Summen beide Zahlenreihen noch 
nicht 12 ergeben, so schreibe ich weiter 4, 4, 1, 1 und er- 
halte hieraus dui-ch Erhöhen der ersten Zahl 6, 4, 1, 1. 
Diese Zahlenreihe liefert die Summe 12, und deshalb merke 
ich mir dieselbe an. Dann schreibe ich weiter 5, 5, 1, 1, 
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welche Zahlenreihe ich ebenfalls anmerke, da ihre Summe 
gleich 12 ist. 6, 5, 1, 1 und 6, 6, i, 1 liefera Summen, 
iFelehe grösser ala 12 sind, [22! wealialb diese Reihen ausser 
Betracht bleiben. Jetzt erhöhe ich auch die diitte, bis jetzt 
unbei-flhrt gebliebene Einheit und schreibe 2, 2, 2, 1. Erhöhe 
ich nun ■wieder die erste Zwei auf 6, so ist die Summe der 
Zahlen 6, 2, 2, 1 immer noch kleiner als 12. Deshalb gehe 
ich über au 3, 3, 2, J und erhöhe wieder die erste Zahl auf 6; 
die Reihe 6, 3, 2, 1 liefert die Summe 12 nnd ist deshalb 
anznmerkeu. Dann vergrössere ich in dieser Eeihe die zweite 
Zahl nm I , während ich die erste nm 1 vermindere, und er- 
halte so die brauchbare Eeihe 5, 4, 2, I. Nun erhöhe ich 
die zweite Zahl nicht weiter auf 5 oder 6, da die erste Zahl 
wieder auf 4 oder 3 erniedrigt werden mtiaste, um 12 als 
Summe zu erhalten, und dann einige der früheren Zerlegungs- 
arten wieder zum Vorschein kommen würden. Deshalb mnss 
man immer darauf achten, dass keine der vorangehenden 
Zahlen kleiner ist ala eine der folgenden. Ich gehe jetzt über 
zu 3, 3, 3, 1 und erhöhe die erste Zahl auf 5; dann ist 
5, 3, 3j 1 eine brauchbare Zahlenreihe, welche, wenn ich die 
erste Zahl um 1 vermindere und die zweite um ebensoviel 
erhöhe, eine weitere brauchbare Zahlenreihe, nämlich 4, 4, 3, 1 
hefert. Da nun offenbar keine (ler drei ersten Zahlen weiter 
vergrössert werden kann, ohne dass entweder die Summe aller 
vier Zahlen grösser ala 12 oder eine der vorangehenden 
Zahlen grösser als eine der folgenden ist und also fitlhere 
Zeriegui^s arten wiederkehren , so erhöhe ich nun anch die 
letzte Einheit, welche bisher unverändert geblieben ist, auf 2 
nnd schreibe 2, 2, 2, 2. Wenn ich hier die erste Zahl auf 
C erhöhe, so ist die Reihe 6, 2, 2, 2 eine brauchbare, da 
ihi'e Summe gleich 12 ist. Dm'ch Verminderung der ersten 
und Vergrösserang der zweiten Zahl um I, bez. 2 ergeben sich 
die brauchbaren Zahlenreihen 5, 3, 2, 2 und 4, 4, 2, 2; 
würde ich dieses Verfahren fortsetzen , so würde eine der 
früheren Z er legungs arten wieder anfti'eten. Deshalb gehe ich 
zu 3, 3, 3, 2 über und erhöhe die erste Zahl um 1, wodurch 
ich die brauchbai'e Zahlenreihe 4, 3, 3, 2 erhalte. Da ich 
aus den gleichen Gründen wie vorhin jetzt keine der di'ei 
ersten Zahlen weiter erhöhen kann, so vermehre ich deshalb 
die letzte Zahl um 1 und schreibe 3, 3, 3, 3, welche Zahlen- 
reihe wieder die Summe 12 liefert. Hiermit sind sämmtliche 
Zerlegungsarten gefunden, da die letzte Zahl nicht weiter erhöht 
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werden kann, ohne dass eine der voranfgehendea Zahlen ver- 
mindert wird [23] und also eine der früLereu Zerlegunga arten 
wiederkehrt. Es giebt also im Ganzen 11 Zerlegungaaiien, 
welche in der Eeihenfolge ihrer Auffindung in der folgenden 
Tafel verzeichnet sind. 

Zerlegungsarten Anzahl der Würfe 



Auf gleiche Weise lassen sich alle mögliehen Zerlegungsarten 
jeder heliebigen Anzahl von Augen, welche mit heliebig vielen 
Würfeln geworfen werden soll, finden. Man muss nur be- 
achten, daaa die Angenzahl des ersten Würfels auf 6 erhöht 
sein muss, ehe die des zweiten Wtirfels anoh nur um eine Einheit 
vermehrt wird; ferner dass die Angenzahl des zweiten Würfels 
auf 6 erhöht sein muss, ehe die des di-itten um eine Einheit 
erhöht wird; femer dass die Augenzahl des dritten Würfels 
erhöht sein muss, bevor die des vierten Würfels vei-mehrt wird, 
dass die Angenzahl des vierten Würfels erhöht sein muss, ehe 
die des fünften erhöht wird, und so fort. 

Nachdem die verschiedenen Zerlegungsarteu gefunden sind, 
bleibt nur noch übrig, die Anzahl der Würfe, welche zu jeder 
einzelnen Zerlegung gehören, zu bestimmen ; denn jeder solchen 
Zerlegung können mehrere Würfe entsprechen, da diese oder 
jene Zahl auf diesem oder jenem Würfel erseheineu kann, 
Bezeiehne ich die vier Würfel mit W^, W^, fV^, W,, so 
können bei der ersten Zerlegungsai't 6, 4, 1, 1 offenbar 6 Augen 
auf W^, 4 Augen auf PF, oder W^ oder W^ oder auch 
6 Ai^en auf W^ , 4 Augen auf W, oder IF, oder W, , u. s. w. 
zum Vorschein kommen. Daraus ergeben sich ebenso viele Würfe, 
als jene vier Zahlen in verschiedener Reihenfolge auf einander 
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folgen können. Bei den tibrigen Zerlegungen ist d^selbe zu 
beachten. Nim können die Zahlen 6, 4, 1, 1, von denen zwei 
veraoMeden und zwei gleich sind, in awölffach verschiedener 
Eeihenfolge angeordnet werden. DiefolgendeZerlegnngö, 5, 1,1, 
bei welcher die beiden ersten Zahlen nnd die beiden letzten 
unter einander gleich sind, gestattet nnr sechs verschiedene 
Anordnungen Ihrer Zahlen. Die diitte Zerlegnng 6, 3, 2, 1, 
bei welcher sämmtliehe Zahlen von einander va'achieden sind, 
lässt 24 verschiedene Anordnungen zn, wie sieh aus der Lehre 
von den Combinationen imd Permntationen, die ich im zweiten 
Theile behandeln werde, ergiebt. Addirt man schliesslich 
alle den einzelnen Zerlegungs arten entsprechenden Zahlen dei- 
Würfe, so erhält man 125, nnd diese Zahl giebt alle Wtirfe 
an, welche mit vier WUrfeln znr Erlangung von 12 Augen 
möglich sind. 

Da aber diese Methode, die Anzahl der Würfe rdt mehre- 
ren Würfeln zu berechnen, überaus langweilig und zeitraubend 
ist, [24] ao will ich weiter zeigen, durch welchen K.ansfgriff 
dieses Ziel nicht nur für eine bestimmte Anzahl von Äugen, 
sondern fit- eine ganz beliebige Anzahl mit Htilfe der fol- 
genden Tafel erreicht werden kann. Diese Tafel läaat sich 
nicht nur leicht anfbauen, sondern sie fährt auch die Geseta- 
m^sigkeit der Reihe, welche die Zahlen der Witrfe bilden, 
deutlich vor Augen. Ihre Consti'nction ist die folgende: 
Man schreibe die Zahlen aller Augen, welche mit einer be- 
stimmten Zahl von Wlii'feln aberhaupt geworfen werden können, 
von der kleinsten bia zur gi'össten der Reihe nach auf, z. B. 
4, 5, 6, 7, . . ., 24 bei vier Worfeln oder 5, 6, 7, 8, . . ., 30 
bei fünf Wtlrfeln, u. s. w. Unter die sechs ersten dieaer Zahlen 
schreibe man sechs Einsen, unter diese wieder sechs Einsen, 
nnter diese wieder sechs Einaen nnd so fort, bis man sechs 
Eeihen Einsen erhalten hat, und zwar schreibe man die Reihen 
so, dass man jede Zeile, von der zweiten an, um eine Stelle 
nach rechts gegen die vorhergehende einrückt. Hieranf addire 
man die untereinanderstehenden Einsen jeder Columne, wodnrch 
man die Zahlen 1, 2, 3, 4, . . . erhält. Von diesen Zahlen bilde 
man aich wieder sechs Zeilen in der Weise, dass jede folgende 
um eine Stelle gegen die vorbeigehende eingerückt ist. Addirt 
man dann die Zahlen jeder Columne, so ergeben sich die Zahlen 
1, 3, 6, 10, .... Diese Zahlen schreibe man in ähnlicher 
Weise wieder sechsmal nntereinander und addii-e wieder die 
Zahlen jeder Columne. Dieses Verfahren setze man ao lange 
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fort, bis man nach der letzten Ad^tion so viele Zahlen er- 
halten hat, als mit einer bestimmten Anzahl Würfel verschie- 
dene Augenzahlen geworfen werden können. Die einzelnen 
Zahlen liefern die sämmtliohen Würfe, welche die darüber- 
stehenden Augenzahlen ergeben. So ist mit vier Würfeln nnr 
ein Wiirf möglich, welcher 4 oder 24 Augen ergiebt; es sind 
4 Würfe möglich, welche 5 oder 23 Augen liefern, 10 Würfe 
für 6 oder 22 Ai^ea, 20 Würfe ftlr 7 oder 2 1 Augen, u. s. w. 
Das Constmctions verfahren der Tafel ist für jeden Leser, 
welcher aufinerksam den Auseiaandersetzungen gefolgt ist, 
leicht verständlieh. Da nämlich jeder einzehie hinzukommende 
Würfel die Zahl der mit den bereits vorhandenen Würfeln 
möglichen Würfe versechsfacht, so ist klar, dass man diese 
Zahlen sechsmal wiederholen und addiren muss. Da aber 
die Anzahl der Äugen, welche jenen einzelnen Würfen ent- 
sprechen, um 1 oder 2 oder 3 oder . . . vermehrt werden, je 
nachdem der hinzugekommene Würfel l oder 2 odev 3 oder . . . 
Angen zeigt, so iat auch klar, dasa jede Zahlenreihe um eine 
Stelle weiter nach rechts gei-ückt werden muss , damit jeder 
Zahl der Wüi'fe eine Augenzahl entspricht, welche um eine 
Einheit grösser iat, als sie ihr in der voraufgehenden Eeihe 
entsprach . 

Ich bemerke noch, daaa wegen Raummangels nicht alle 
Augenzahlen, welche mit 5 oder 6 Würfeln geworfen werden 
tonnen, in die Tafel aufgenommen worden sind; die fehlenden 
lassen sich aber leicht ergänzen durch die parallelen Zahlen: 
denn je zwei Augenzahlen, welche von den beiden Enden 
gleiohweit entfernt sind (und welche ich parallele Zahlen nenne), 
lassen die gleiche Anzahl von Würfen zu (vergl. die gegen- 
überstehende Tafel), 

[35] Es ist nicht unpassend, hier anzugeben (da es 
doch einmal geschehen muaa), wieviele Würfe bei drei 
Würfeln auf allen di'ei oder wenigstens auf zwei Würfeln die- 
selbe Auzahl von Augen zeigen (die Franzosen nennen aolche 
Wtlrfe rafles und doublets). Offenbar ist nur- je ein Wurf 
möglich, bei welchem dreimal sechs Augen oder dreimal fünf 
Augen oder dreimal vier Augen oder . . . fallen können; ea 
giebt also nnr sechs Würfe, bei welchen alle drei Würfel 
dieselbe Zahl zeigen. Dagegen giebt es fünfzehn Würfe, 
durch welche mau zwei gleiche Zahlen, z. B. zwei Sechsen 
erhalten kann. Bezeichnet Bian wieder die Würfel mit W^ , 
TF,, W,, so können die beiden Sechsen sieh sowohl auf 
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W, imd W^, als auf IV, imd W^, als auch auf W^ nncl W^ 
voi'finden, was di'ei Fälle giebt. Da in jedem dieser Fälle 
die Zahl auf dem dritten Würfel eine andere als auf den 
beiden ersten Wflifela sein mnss, so ^ebt es fünf verschiedene 
Möglicht eiten. Daher gilt ea 5-3 oder 15 Wüife mit zwei 
Sechsen. Dasselbe gilt fflr die Würfe mit zwei Fünfen, zwei 
Vieren, n. s. w., folglich giebt es im Ganzen 6 ■ 15 = 90 Würfe, 
bei welchen auf zwei Würfeln die gleiche Augenzahl sich vor- 
findet. Weil ferner mit drei Wtofeln im Ganzen 216 Wtrfe 
gethan werden können, so folgt, dass die Bbrigeu 120 Wurfe 
einfache sind, deren Anzahl aneh direct hätte gefonden werden 
können, s 



Aufgabe. Es ist die Anzahl der Würfe zu bestim- 
men, mit welcher A es wagen kann, mit einem Wfirfel 
eine Sechs zu werfen. 

Will A gleich mit dem ersten Wurfe sechs Aiigen werfen, 
so hat er offenbai' nur einen Fall, in welchem er gewinnt und 
den Einsatz erhält, dagegen fünf Falle, in welchen er verliei't 
und nichts bekommt. Es sind also flinf Fälle gegen ihn und 
nur einer ist flu- ihn, und es ^eht daher, wenn der Einsatz 
mit a bezeichnet wird, fflr ihn einen einzigen Fall filr a und 
fünf für nichts. Nach Sata IIP) folgt daraus ffli- ihn die Hoff- 
ETing ^a, und es bleibt für seinen Gegner B, ■welcher ihm 
diesen Fall anbietet, die Hofinung ^ a. Daher kann der, welcher 
gleich mit dem ersten Wurfe gewinnen will, nur I gegen 5 



[88] Will A mit zwei Würfen einmal sechs Augen werfen, 
so lässt sich seine Hoffnung anf gleiche Weise berechnen. 
Wirft er sofort beim ersten Wurfe sechs Augen, so erhält er 
«; gelingt ihm dies aber nicht, so bleibt ihm noch ein Wurf 
übrig, welcher nach dem Vorhergehenden den Werth ^a für 
ihn hat. Dafür, dass er beim ersten Wurfe 6 wirft, hat er 
nur einen Fall, wähi-end für das Gegentheil fünf Fälle vor- 
handen sind. Daher giebt es im Anfange einen Fall, welcher 
ihm a verschafft, und fünf Fälle, welche ihm ^a hefem. 
Nach Sata IH folgt daraus, dass seine Hoffnung den Werth 
^« hat. Für seinen Mitspieler B bleibt mithin Ifa übrig. 
Es verhalten sich folglich die Hoffuungen beider Spieler auf 
den zu erwartenden Gewinn wie 11 zu 36, welches Verhältniss 
kleiner als 1 zu 2 ist. 
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Auf gleiche Weise kann man nun die Hoffnung von A 
berechnen, wenn ev mit drei Wflrfeu einmal sechs Augea 
werfen mll; sie betragt -^^jr«- Er kann alao 91 gegen 125, 
d. h. weniger als 3 gegen 4 einseiaen. 

Die Hoffnni^ dea A, wenfl er mit vier Würfen dasselbe 
eiTöiehen willW, ist -^^-^\a, sodaaa er 671 gegen 625, d. h, 
mehr als 1 gegen 1 einsetzen kann. 

Wenn A mit fünf Würfen dasselbe erreichen will, so hat 
er die Eoffnimg ItH"* ""-^^ ^^^^ ^^^^ gegen 3125, d.h. 
etwas weniger als 3 gegen 2 einsetzen. 

Versnobt A mit sechs Wöi'fen eine Sechs zn werfen, so 
hat er die Hoffnung -f^^« und kann 31031 gegen 15625, 
d, h. etwas weniger als 2 gegen 1 einsetzen. 

Auf diese Art kann man allmählich die Hoffnung bei be- 
liebig vielen Würfen finden. Wir wollen uns aber kürzer 
fassen, wie dies bei der folgenden Aufgabe XI gezeigt 
wird, da die Rechnung sonst viel ku weitschweifig werden 
würde. 

»Anmerkungen. (H) [Die Hoffnung des A, wenn 
er mit vier "Würfen u. s. w.] Es kann leicht scheinen, als 
ob an der Richtigkeit einer solchen Rechnung des Verfasser-s 
[Huygens] durch eine Ueberlegur^ folgender Art Zweifel erzeugt 
würden: Wenn Jemand mit vier Würfen eine Söchs werfen will, 
wobei er ur^efähr die gleiche Aussicht auf Gewinn und Ver- 
lust hat, 80 wb-d es, wenn das Glück gleichmässig vertheilt ist, 
manchmal geschehen, dass er eben so oft gewinnt, als verliert 
und dass also eben so oft unter vier Würfen eine Sechs ist, 
als unter anderen vier Würfen keine Sechs. Es wird folglieh 
unter je acht Würfen eine Sechs sich vorfinden und also z. B. 
unter 600 Würfen 7 5 Sechsen. Es mögen nun sechs Spieler 
unter der gleichen Bedingimg spielen und zwar soll der erste 
gewinnen, wenn er ein Auge wirft, der zweite, wenn er 
zwei Augen wirft, der dritte, wenn er di'ei Augen wirft 
u. s. w. [27] Alle spielen dann mit gleicher Ei'wartimg; sie 
mögen aber auch mit gleichem Glücke spielen. Dann werden 
unter 600 Würfen 100 Sechsen fallen. Uuter sonst gleichen 
Umstäaiden finden sieh also das eine Mal 100 Seehsen unter 
600 Würfen, das andere Mal aber weniger, nämlich 75, was 
absurd ist. Um den Fehler aufzudecken, nehme ich zwar an, 
dass bei 600 Würfen 100 Sechsen fallen müssen, wenn mit 
gleichmässig em Glucke gespielt wird, aber ich behaupte nicht. 
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dass Jemand, wcloker mit vier Würfen einmal sechs Äugen 
werfen will, deshalb auch vier Würfe zum Gewinnen nöthig 
hat; es kann schon der ei^ste oder zweite oder dritte Wurf 
eine Sechs liefern, in welchen Fällen dann die übrigen Würfe 
der nächsten Serie von vier Würfen zugezfiMt werden. Daher 
können schon ■weniger als acht Würfe ausreichen, nm einmal 
zu gewinnen und einmal zu verKeren. Wie dies nun hierher 
gehört, lässt sich folgen dermaasaen zeigen. Ich nehme an, 
dasa der erate Wurf jeder Serie von vier Würfen, welche mich ' 
gewinnen lässt, schon eine Sechs bringt; dann sind, damit ich 
hundertmal gewinne, nur 100 Würfe nöth^, nnd die iibr^en 
500 Würfe, dividirt durch 4, geben an, dass ich 125 Mal 
verloren habe. Bringt aber erat der letzte Wurf jeder ge- 
winnenden Serie eine Sechs, so sind 400 Würfe nöthig, 
damit ich 100 Mal gewinne; die übrigen 200 Wiü'fe zeigen 
dann an , dass ich 50 Mal verliere. Da ich mithin in 
einigen PäDen Öfter verlieren als gewümen, in anderen Fällen 
dagegen öfter gewinnen als verlieren wüi'de, so schliesse ich, 
dass es unter dieser Bedingung richtig ist, mit gleicher 
Hoffnung anf Gewinn zn spielen. Wenn Jemand dagegen mit 
drei Würfen einmal sechs Augen werfen will, so wttrde er in 
einigen Fällen eben so oft gewinnen als verlieren (wenn näm- 
lich erst jeder dritte Wurf eine Sechs bringt) und in anderen 
Fällen öfter verlieren ala gewinnen (wenn nämlich einer der 
beiden ersten Würfe eme Sechs liefert); in keinem Falle aber 
würde er öfter gewinnen als verlieren. Daraus kann man mit 
Sicherheit schlieasen, dass nnter dieser Bedingung Jemand nur 
mit Verlust spielen kann. Ich habe diese Anmerkung nur zn 
dem Zwecke beigefflgt, damit es klar ersichtlich wird, wie 
wenig man derartigen Berechnungen, welche nur die Schale 
bei-öhreu und nicht in den Kern der Sache selbst eindringen, 
trauen darf. Im gewöhnlichen Leben wird aber, selbst von 
sehr gescheidten Tjenten, nirgends häufiger als hierin gefehlt.« 



bestimmen, mit wieviel Würfen 
nit zwei Würfeln zwölf Augen 

1 ersten Wurfe zweimal sechs Augen 
len Fall, in welchem er gewinnt und 
den Einsatz n erhält, and 35 Fälle, in welchen er verliert 
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und nichts bekeumnt, da es im ganzen 36 Würfe giebt. Nach 
äaiz III kommt ihm daher ^^a zu. 

"Wenn er mit zwei Würfen aein Ziel erreiehen wiD, ao er- 
hält er «, falls er mit dem ersten Wui'fe gewinnt. Verliert 
er bei diesem aber, ao bleibt ihm noch ein Wurf, was nach 
dem- Vorigen ^« werth ist. Ea giebt aber nur einen Tall 
dafür, dass er beim ersten Wurfe zweimal sechs Augen wirft, 
und 35 Fälle für das Gegentheil. Folglich hat er anfänglich 
einen Fall fttr « und 35 Fälle für -^a. Nach Satz in kommt 
ihm daher yü^n und seinem Gegner -j-fff « zn- 

Dai'aiia lässt aich weiter die Hofftiung des A berechnen, 
wenn er mit vier Würfen zwei Sechsen werfen will, indem wir 
den Fall, dass er mit drei Würfen dies en-eichen will, fibei^eheu. 

Erreicht A, wenn er mit vier Wölfen zweimal sechs Augen 
werfen will, auf das erste oder zweite Mal sein Ziel, so erhält 
er ß; im andei-n Falle bleiben ihm noch zwei Fälle Übrig, 
welche nach dem Obigen ftlr ihn den Werfh y^-^j-« haben. 
Ans diesem Grunde folgt, daas er 71 Fälle dafür hat'^', bei 
dem ersten oder zweiten Warfe zweimal secha Augen zu werfen, 
imd 1225 Fälle für das Gegentheil; d. h. er hat anfänglich 
71 Fälle, welche ihm a gewinnen lassen, und 1225 Fälle, 
welche ihm j^^^ a einbringen. Nach Satz III gebührt ihm 
daher iV-^^V^i seinem Gegner B j^^^^^ a, und die 
Hoffnungen beider Spieler verhalten sich demnach wie 17S991 
zu 1500625. 

Hieraus kann weiter in gleicher Weise die Hoffnung des A 
berechnet werden, wenn er mit acht Würfen einmal zwei 
Sechsen werfen wiU, und dann weiter aeine Hoffnung, wenn 
er mit 16 Würfen dasselbe en-eichen will. Mit Hülfe der 
ersteren oder der letzteren Hoffnung kann man dann ferner 
die Hoffnung von A berechnen, wenn er es mit 24 Würfen 
versuchen will. Da es sich bei dieser Berechnung vornehm- 
lich darum handelt, die Anzahl der Würfe zu finden, bei welcher 
die Hoffnungen beider Spieler annähernd gleich sind, ao mag 
es gestattet sein, die Zahlen für die Hoffnungen, welche sehr 
gross sind, fortzulaasen. Ich habe auf dieae Weise, wie nui' er- 
wähnt sein mag, gefunden, dfas A, wenn er mit 24 Würfen 
zwei Sechsen zu werfen unternimmt'^*, noch etwas im Haehtheil 
iat, nnä dass er erst mit 25 Würfen dies zu thun wagen kann. 

[291 "Amnerkungen. [J) Aus diesem Grunde folgt, 
dass er 71 Fälle ii. s. w.l Wie ich zu meiner Pi'eude Her 
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sehe, nimmt der Verfasser [Huygens] wahr, dass eine be- 
liebige, durch einen Brach dai'gestellte Hoffnung auch betrachtet 
werden kann als resultit-end ans so vielen Fällen, den Ein- 
satz a zn erhalten, wie der Zähler »triebt, und aus so vielen 
Fällen, nichts zn erlialten, wie die Differenz zwischen dem 
Zähler und dem Nenner beti'ägt — wiewohl er aber zu dieser 
Hoffnung wahrscheinlich auf dem anderen Wege gelangt ist. 
Denn obschon derjenige, welcher mit zwei Würfen zwei Sechsen 
werfen will, dadurch zu seiner Hoffnung voa yÜf" g^^^i 
dass er einen Fall fftr a und 35 Fälle fnr nichts hat, so 
kann man nichtsdestoweniger auch sagen, dass er 7t Fälle 
für a und 1225 Fälle fär nichts hat, Nur in diesem Falle 
ergiebt sich fllr ihn nach Satz III Zusatz i der Werth seiner 
Hoffnung gleich xHe^i während man gi'öSBere oder kleinere 
Werthe erhält, weuu man mehr FäUe fftr a und weniger to 
nichts oder umgekehrt annimmt. 

[K] [Ich habe auf diese Weise, n. s. w.] Bei der vorher- 
gehenden Aufgabe hat der Verfasser [Huygens) gezeigt, dass 
man es mit guter Aussicht auf Erfolg riskiren kann, mit einem 
Wärfei auf vier Würfe eine Sechs zu werfen; jetat fügt er hinzu, 
dass man es mit zwei Würfeln auf 24 Würfe noch nicht unter- 
nehmen könne, zwei Sechsen zn werfen. Das wird Vielen pai'a- 
dox scheinen, da 24 Würfe au allen 36 Warfen zweier Würfel 
sieh genau so verhalten, wie 4 zu allen 6 Würfen eines Wäifela. 
An dieser Schwierigkeit ist auch ein ungenannter Gelehrter ge- 
scheitert [wie Pascal in einem Briefe an Fermat angiebt, welcher 
des Letzteren in Toulouse 1679 erschienenen Werken^) auf 
Seite 181 beigefügt ist); dieser Anonymus hat zwar im Ai^e- 
meinea ein gesundes tlrtheil, versteht aber nichts von Mathe- 
matik. Denn wer in dieser bewandert ist, lässt sich durch einen 
derartigen scheinbaren Widersprach nicht aufhalten, da er sehr 
wobl weiss, dass Unzähliges sich nach ausgeführter Rechnung 
ganz anders darstellt, als es vorher den Anschein hatte. Des- 
halb muss man sich sorgfältig hüten, unüberlegter Weise Ana- 
logieschlüsse zu machen, wie ich bereits Öfter betont habe. 

[30] Verallgemeinerte Aufgabe. 

Wenn der Verfasser {Huygens) Buchstaben statt der Zahlen 
eingesetzt hätte, so hätte er diese und die vorige Aufgabe in 
eine einiage zusammenfassen und ihre allgemeine Lösung ebenso 
leicht und zwar auf folgende Weise finden können. Man setze 
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a:= b -\- c ftlr die Anzahl aller Fälle , welelie möglleli sind 
bei einer beliebigen Zahl von Wtrfeln oder bei einem be- 
liebten Glücksspiele (da diese Erörterungen sieli nieht un- 
bedi!^ auf Wflrfelapiele zu beziehen branchen, aoudem für 
jedes Glücksspiel gelten, welches einige Male wiederholt wird 
und bei welchem die Zahl der FflJle immer dieselbe bleibt). 
b soll die Zahl der Fälle bezeichnen, in welchen die vorge- 
schriebene Anzahl von Augen erhalten oder das sonstige Ziel 
erreicht wird; e iat dann die Anzahl der Fälle, in welchen 
das, nach dem man strebt, nicht erreicht wird. 

WlU A sofort das erste Mal sein Ziel eneichen, so hat er 
offenbar b = a — c Fälle, in welchen ihm dies gelingt nnd er 
den Binsata, welcher gleich l gesetzt werden soll, gewinnt, nnd 
c Fälle, in denen er nichts erhält. Nach Satz III Zusatz 1 

beti-ägt also seine Hoffnung '- • Wenn er zweimal sein Ziel 

7M erreichen versucht, so hat er a — c Fälle f(ir 1= — 

und c FäUc, durch welche er zu der früheren Hoffuung 

gelangt. Nach Satz HI giebt dies ftlr seine Hoffnung den 
Werth j Bedingt er sich einen dreimaligen Versuch 

aus , so hat er wieder « — c Fälle für 1 = — 5- und c FäUe 

für die eben geftindene Hoffnung ^— ; folglicli ist seine 

Hoflüung gleich — ■ Auf dieselbe Weise findet man, 

dasa die Hoffnungen des A, wenn er dasselbe Ziel bez. durch 
4, 5, . . . , allgemein durch n Versuche zu eiTciehen unter- 
nimmt, bez. die Werthe haben j — , ~— g — , . ■ - > ^ 

In dem allgemeinen Falle bleibt mithin dem Gegner B für 
seine Hoffnung — ^ librig. 

Ausser dieser Methode, welche mit der des Verfassers 
[Huygens] Übereinstimmt, giebt es noch zwei andere, recht 
elegante Verfahi'en, die Aufgabe zu löaen. 

Ostwald's Kleiaaltei', 107. 3 
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[31] Erste Metliode. Es sollen der Keilie nacti die 
Hofi'mmgen des Spielers A für die einzelnen Würfe geaiicht 
werden, d. h. es sollen seine Hoffnungen bestimmt werden, 
wenn er erat beim ersten, zweiten, dritten, viei-ten, . . . Wm-fe, 
nicht bei einem frllheren gewinnen will; die Summe dieser 
sämmtliclien Hoffnungen iat dann die gesuchte Hoffnung. Die 
Hoffnnug dea A, wenn er mit dem ersten Wni'fe aein Ziel er- 

a — c b 

reichen will, iat, wie sehon bemerkt, gleich = — - 

Wenn er aber erat beim zweiten Wurfe gewinnen will, so 
darf er nicht schon beim eraten Wurfe daa erreichen, wonach 
er sti'ebt; sonat würde er dea öewinnea verlustig gehen. Er- 
reicht er aber mit dem ersten Wurfe nichts, ao hat er einen 

Wurf übrig, welcher ihm — werth ist. Die Zahl der Fälle 

aber, dnrch welche er mit dem eraten Wurfe bereits A.a& Ziel 
eiTcicht, ist nach der Festsetzung gleich b iind die Anzahl 
derer, durch welche er ea nicht erreicht, iat gleich c. Nach 

bc 
Satz IH Znsatz 1 hat mithin seine Hoffnung den Werth -^ ■ 

Will A erst beim diitten Wurfe daa Ziel erreichen, ao verliert 
er den Einsatz, wenn er es aohon mit dem eraten Wurfe er- 
langt. Erzielt er dagegen mit dem eraten Wui-fe nichts, so 
sind ihm noch zwei Wüi'fe übrig, durch deren letzten er erat 
sein Ziel erreichen darf; nach dem eben Giesagten haben diese 

zwei Würfe für ihn den Werth ~ ■ Durch b Fälle erreicht 
ei ^Ko nichts durch c Fille aber —3-, folglich ist der Werth 

scinei 'lüfinnng gleich — Will der Spieler A erat beim 

vierten "\\ lute 3em Ziel ciieichen, so erhält er nichts, 
wenn ei es achju mit dem ersten erreicht; im andern Falle 
bleiben ihm noch diei Wurfe mit der eben gefundenen Hoff- 
nung — j- ■ Dadurch ergiebt sich für seine Hoffnung — j- ■ 

Auf gleiche Weise lässt sieh zeigen, dass die Hoffnungen des A, 
wenn er bez. erat beim fünften sechsten, . . . , allgemein beim 

bc" bc'' hc^-' 

jjten Wurfe gewinnen will, bez. gleich sind — g-, — —, . , . , — ^^ ■ 
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AMiit mm imu dir lo fftfimAenen eiuzelnen Hoffuungcn., 90 
erhalt man ftii die Hcfluuug dfis A, wena er mit dea ersten 
n Wlüfen dia Ziel eiieicben will die geometrisclie Eeilie: [32] 



wie oben gefunden war. 

Zweite Methode. Wenn A mit «Würfen eines Würfels 
eine bestimmte Anzahl von Angeu werfen will, ao nntemimmt 
er, wie bei der folgenden Anfgabe gezeigt werden wird, genau 
dasselbe, als wenn er dieselbe Zahl durch einen einzigen Wiuf 
mit n Würfeln wenigstens einmal werfen will. Man nehme 
daher n Wtlrfel, jeden mit a Seitenflächen, von denen c Flächen 
nicht jene bestimmte Zahl von Augen tragen; dann ist (wie 
oben bei der Anfgabe IX von Huygens gezeigt wnrde) die 
Anzahl aller Fälle, welche bei den n Wtlrfeln möglich sind, 
gleich ffl", nnd in gleicher Weise einlebt sich die Anzahl aller 
Fälle, in welchen die gewünschte Anzahl von Angen anf 
keinem Wnrfel zu sehen ist, gleich ';". In den übrigen «" — c" 
Füllen muss mithin diese Anzahl wenigstens auf einem der 
Würfel sich vorfinden. Daher aind a" — c" Fälle fiir Erlangimg 
des Einsafaea und c" Fälle für nichts vorhanden, nnd daraus 

folgt die Hoffnung des Spielers A gleich ^-^ , wäbi-eud -^ 

für die seines Gegners B übrig bleibt. 

Nachdem wir die Lösung der allgemeinen Aufgabe ge- 
geben haben, mflssen wh-, wenn wir mit Httygens jetzt weiter 
wiasen wollen, bei welcher Anzahl von Würfen die Hoffnungen 
beider Spieler gleich werden, ihre oben gefundenen Hoffnungen 
einander gleich setzen, waa «" — c** = e" oder o" = 2 c" giebt. 
Darana folgt, dass man die Anzahl aller Fälle und die An- 
zahl der A ungünstigen Fälle ao lange fortgesetzt zu gleichen 
Potenzen zu erheben hat, bis die eratere Potenz gleich der 
doppelten lefateren ist; dann giebt der Potenz exponent die ge- 
snchte Anzahl von Würfen. Dieses Verfahren hat gegenüber 
dem Huygens' saktn noch den Vorzug, dass es die Hoffnung 
des vorhergehenden Falles nicht als bekannt voranssetzt. Die 
von Huygens benntzten Vereinfaohnngen , nämlich die Ab- 
trennung des Ermittelten vom Uebrigen und die api-nngweiae 
Bestimmung der Erwartnngen , behalten auch hier ihre Be- 
dentung bei; denn [33] wenn das Quadrat einer beliebigen 
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Zalil f^pgöl eu. lat st kann iniu de \irite Pfteiiz deisBlbeu 
beieehnen, ohne cbe diittp zu kennpn, nad die ^uhte, ohne die 
dazwischen hegenden Potenzen eist gefundtm zu haben Ea 
scheint mii vortheilhift zu ■^em, au i\fm \on Huygi'ns be- 
handelten Beispiele m wekhtm i^ if unl =^ '5 ist das 
ganze ^ erfahren zu frkuteiu 



o = 


3b 






a°' = 


1296 


c' = 


1225 


1679.10= <« 


<1680.10= 


1500.1Ü' <<:' 


<1501. 


2819-10'^ <a 


<2823-lÜä 


2250-10'' <c'' 


<2254- 


7946.10*'<a 


«<7970-10" 


5062.10*-'<c' 


<5081. 


2239.10S^<M 


'<2250.10^' 


U38-I0ä'<c^ 


<1H6. 


8060-10^^ <;« 


^<8i0010^' 


3983-10'=<c^ 


<401l- 






2276-10'*<2c 


'<2292- 






7966-10"<2c 


^'<8022- 


Aus der Tafel 


folgt ohne We 


teres, dass 36^ 


<2.35^' 



dass aber 36'° > 2-35''^ ist. 

Ich mache jedoch darauf aufmerksam, daäs die ganze Frage 
sieh ausserordentlich leicht mit Hülfe von Logarithmen lösen 
läast. Da die Logarithmen gleicher Zahlen ebenfalls einander 
gleich sind, so folgt aus der Gleichung «" = 20" sofort: 

w log ö =^ log 2 + m log c oder « log « — n log c = log 2 , 

folglich 



Man )iat also nur log 2 durch die Differenz der Logarithmen 
von a und c zu dividiren, um die gesuchte Zahl ku erhalten. 
Fftr den Fall des obigen Beispiels ist: 

«=36, loga= 1,5563025 
c = 35 , logc = 1,5440680 



Dividirt man mit dieser Zahl in log 2 = 0.3010300, so ist 
der Quotient grösser ala 24 nnd kleiner als 25, was mit 
Huygens' und meinem obigen Eesultate i 
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i"34] Meine Lösung; der vorliegenden Aufgabe hat mir 
aber zugleich einen Angriffspunkt fiir einige andere ähnliche 
Aufgaben gegeben, zu denen die folgende gehört: 

Mehrere Spieler kominen tiberein, daaa derjenige 
gewinnt, welcher zuerst eine bestimmte Anzahl Augen 
wirft. Sie spielen in bestimmter Reihenfolge und 
jedem sind einige Wtlrfe, dem einen mehr, dem an- 
dern weniger, zu thun geatattet. Wie gross ist die 
Hoffnung jedes einzelnen Spielers? — Spielt der Spieler, 
desaen Hoffnung wu' bealimmen wollen , an erster Stelle , ao 

iat nach dem Vorhergehenden seine Hoffnung gleich - ^ — , 

wenn ihm n Wtlrfe geatattet sind. Spielen aber andere vor 
ihm, so ist seine Hoffnung geringer, da ihm diese ja den Ge- 
winn enti'cissen können. Nun sind offenbai- die Hoffnungen 
seiner sämmtliohen Vorgänger zusammei^enomnien gleich der 
Hoffnnng eines einzigen Spielera, welcher an ihre Stelle treten 
würde nnd welchem so viele Wflrfe 2U thun gestattet wären, 
als allen jenen zusammen; iat die Anzahl aller dieser Würfe ä, 

ao ist die Hoifnung des fingirten Spielers gleich ^ Nach 

der Anmerkung [J) hat mithin der Spieler, dessen Hoffnung wir 
i)eatimmen woUen, bei Beginn des ganzen Spieles a^ — c^ Fälle, 
in denen einer seiner Vorgänger gewinnt und ihm den Ein- 
sala entreisst, und c^ Fälle, in denen er Anaaicht auf Gewinn 

hat und die Hoffnui^ — -^ — erlangt. Folglieh ist seine Hoff'- 

nung nach Satz HI Zusala 1 gleich ^^-~ — - ^ :^^^ 

Zu dem gleichen Resultate ftlhrt auch der folgende Weg: Da allen 
Mitspielern bia zu dem einschliesslich, deaaen Hoffnung be- 
stimmt werden soll , s-^n Würfe gestattet sind , so ist ihre 

geaammte Hofi'nung gleich j^p^ Subti-ahirt man hier- 
von die Summe der Hoffnungen aller Voi^änger des Betreffenden, 
für welche ^ — gefunden worden war, ao bleibt ffli- seine 

eigene Hoffnung ^^^^ — j— = --^- ttbi-ig. 

Hier iat zu beachten, dass die Rechnung sich bedeutend ver- 
einfacht, wenn die Zahlen a und c einen gemeinsamen Theiler 
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haben und also aaeh Satz ITT Zusatz 2 die kleinsten Ver- 
hältniaazahlen [35] an iliie Stelle gesetzt werden können. 
Z, B. Vier Spieler wollen mit zwei Wüi'feln sieben Angen 
weifen; dem ersten ist ein Wurf, dem ziveiten sind 2, dem 
dritten 3 imd dem vierten 4 Würfe hintereinander zu thua 
gestattet. Wie gi'oss ist die Hofftiung des vierten Spielers? 
Hier ist ?i = 4 und i=^l + 2-[-3 = 6, fo^lioh ist seine 

Hoffnung ^ -■ Nnn ist ferner « = 36, da mit zwei 

Wtrfeln im Ganzen 36 Würfe gethan werden können, and 
c ^ 30 ist die Anzahl aller PäUe, in welchen mit zwei Würfeln 
nieht sieben Augen geworfen werden ; diese Zahlen können 
aber durch 6 und 5 ersetzt werden. Folglich ist die Hoff- 

. ^ „ , , 6*. 5''— 5" 10 484 375 
nung des vierten Spielers ^, = ____ . 

Offenbar muss bei dieser Aufgabe die Summe der Hoff- 
nungen äämmtlieher Spieler, so viele es anch sein und so 
viele Wtii-fe ihnen auch gestattet sein mögen, kleiner als i 
sein, da die Möglichkeit, wenn auch selten, doch denkbar ist, 
dass kein Spieler die vorgesohiiebene Anzahl von Augen wirft. 
Femer leuchtet ohue Weiteres ein, dass bei einer gleichen 
Anzahl von Würfen jeder folgende Spieler schlechtere Gewinn- 
hoffnung hat, als jeder seiner Vorgänger, und zwar ist diese 
um so gennger, je grösser die dem einzehien Spieler gestattete 
Anzahl von Würfen ist; ist diese Zahl so gi'oaa, dass die 
Hoffnung des erateu Spielers auf Gewinn fast znr Gewissheit 
wu'd, so verschwindet für die übrigen jede Hoffnung. Diese 
Erwägung führt uns nun auf eine andere Aufgabe: 

Wieviel Würfe müssen dem zweiten Spieler und 
den übrigen erlaubt werden, damit alle dieselbe Hoff- 
nung wie der erste haben, wenn die diesem erlaubte 
Anzahl von Würfen gegeben ist? Hierbei ist aber nöthig, 
dstös die Zahl der Wüi'fe des ersten Spielers ihm nicht eine Hoff- 
nung giebt, welche grösser als ^ ist bei zwei Spielern, grösser 
als ^ bei drei, grösser als ^ bei vier Spielern und so fort, da 
sonst die Aufgabe unmöglich wäre. Es sei nun m die Zahl 
der Spieltheilnehmer, « die Anzahl der Wni-fe, welche alle 
zusammen haben, 1/ die Anzahl der Würfe aller Spieler aus- 
schliesslich des letzten, sodass also diesem allein x — y Würfe 
zustehen, [36] und n die Anzahl der Würfe des eraten Spielers, 

dessen Erwartung jj™ ist, während die Hoffnungen aller 
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m Spieler ziitimmcii cIl ^uinme ^ — t.igrbi'ii Dj die 

einzeluea Hofiimugen «ibei ein luilei gleich uml gleich der des 

ersten sein =ioUeii so ist ihie Summe lucli gleich tu ; — , 

und folglieli lat 



Dg zu Logarithmen eAält man schliesslich: 
_ nlosa-log[mc^^-{m~-l)a''] 



Ä119 der gleichen Ueherlegnng fo^t für die Summe der Iloff- 
nuDgcn, welche die m — 1 ersten Spieler haben: 





{m-\ 


)— -^— == — 


id mithin 






y = 


n log« - 


-log[{m-1.)c«- 




Joga — logc 



- ^)«'] 



Folglich ist die Anzahl der Würfe, welche dem letzten Spieler 
zu gewähren sind: 

^ _ log[(TO-l)ü"-(m-2)a"]-iog[TOc"-fm-i)o''l ^ 

log « — logc 

Zahlenheispiel. Von drei Spielern sind dem ersten zwei 
Würfe gestattet, um mit zwei Würfeln sieben Augen zu werfen 
(oder auch um mit einem Wüi'fel sechs Äugen zu werfen, da 

in beiden Fällen der Quotient — denselben Werth hat). Hier 

ist M ^ 2, n : c = 6 : 5. Die Hoffnung des ersten Spielers 

iät — -^ — = 4-3-, also kleiner als {-. Setzt man mm in der 

obigen Formel zuerst «j = 2 und dann m ^ 3, so findet man, 
dass dem zweiten Spieler drei und dem dritten acht Würfe 
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BUgeatanden werdea müsaea, weun die Hofl'nungen aller drei 
Spieler mügliehst nahe einander gleich seiu sollen.« 



[37] XII. 

Aufgabe. Mit wieviel Würfeln kann A es unter- 
nehmen, auf den ersten Wnrf zwei Sechsen zu werfen? 

Diese Frage kommt aber auf die andere hinaus'^', mit wie- 
vielen Wflrfen es A untemehmeu kann, mit einem Würfel 
zweimal eine Sechs zu werfen. Wenn A es mit zwei Würfen 
unternimmt, so hat er nach dem Ohigeu'"' die Hoffnung 
-^a, den Einsatz a zu gewinnen. Unternimmt er es mit drei 
Würfen, ao hat er, falls ihm der erste Wurf miaslingt, noch 
zwei Würfe, von welchen jeder eine Sechs ergehen muss, und 
welche ihm daher -^a werth sind. Glückt es ihm aher auf 
den ersten Wurf, eine Sechs zu werfen, ao hraucht er bei den 
beiden folgenden nur noch eine Sechs zu erzielen; die beiden 
letzten Würfe sind ihm dann ^^a werth (nach Aufgabe X). 
Nun hat A einen Fall dafdr, dass er beim ersten Wnrfe eine 
Sechs wii'ft, und fünf Fälle für das öegentheil; er hat also 
bei Beginn des Spieles einen Fall ftü' ^^a und fünf Fälle 
für -^a. Nach Satz III folgt daher, daas A die Hoffnung 
-gYffäi = -^« hat. Fährt man in dieser Weise fort, indem 
mau A immer einen weiteren Wurf hinzunehmen lässt, so 
findet man, dasa A bei 10 Würfen mit einem Würfel oder 
einem Wurfe mit IK Würfeln es mit Aussicht auf Gewinn 
unternehmen kann, zwei Sechsen werfen an wollen. 

aAnmerkungen. (L) [Diese Frage kommt aber auf 
die andere hinaus, u. s, w.] Wenn dem A ein Wurf mit 
10 Würfeln gestattet ist, so liegt klar auf der Hand, dass es 
keinen Unterechied ausmacht, ob er diese zehn Würfel anf 
einmal oder einen nach dem andern auf das Spielbrett wirft. 
Thut er dies Letztere, so ist es offenbar gleichgülUg, ob es 
zehn vei-schiedene Würfel sind, mit welchen er spielt, oder ob 
er einen einzigen Würfel benutzt, welchen er nach gethanem 
Wurfe vom Spielbrett wieder aufnimmt, um ihn von Neuem 
auszuspielen. 

(M) [Wenn^ es mit zw ei Würfen unternimmt, u.a. w.] 
In der vorhergehenden Aufgabe ist gezeigt worden, dass die 
Hoffnung dessen, welcher mit zwei Würfeln auf einen Wurf 
zwei Sechsen werfen wiU, gleich -^a ist. Da es aber nach 
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(L) gleich ist, ob ei- mit zwei Würfeln einen Wui-f oder mit 
einem Wtlit'el Kwei Würfe thut, so kommt ilim die Hoffnung 
■jlj- a aueh zu , wenn er mit einem Würfel auf zwei Würfe 
zwei Seclisen werfen will. 

Verallgemeinerte Aufgabe. 

[38] Ebenso wie die vorige Aufgabe lässt auch diese eine 
Verallgemeinerung in Buchstaben zu. Die Aufgabe kommt 
allgemein dai'auf hinaus, die Hoffnung des A zu finden, wenn 
er mit einer gewissen Anzahl von Würfen etwas zwei-, drei-, 
viermal oder öfter erreichen will. Für den Fall, dass er es 
nur einmal erlangen will, ist seine Hoffnung schon durch die 
vorige Aufgabe bestimmt. 

Wenn A mit zwei Würfen etwas zweimal erlangen will, 
so verliert er, wenn er mit dem ersten Wurfe nichts erreicht. 
Glückt ihm aber der erste Wurf, so muss er, um zu gewinnen, 
sein Ziel immer noch einmal en'eichen. Haben die Buchstaben 
a, b, c dieselbe Bedeutung wie bei der vorigen Aufgabe, so 

gebührt dem A in diesem Falle und seinem Gegner — ■ 

A hat also anftinglich 5 Fälle^ in denen er beim ersten Wurfe 
das Ziel erreichen kann, und e Fälle, in denen das Gegentheil 
eintritt. Für seinen Gegner B sind c Fälle vorhanden, um 

den Einsatz 1 ^ zu erhalten, nnd h Fälle für — : fo^- 

lieh hat B die Hoffnung — — 5—^ ■ 

Unternimmt A mit drei Würfen ein Ziel zweimal zu er- 
reichen, so braucht er dasselbe, falls er es mit dem ersten Wurfe 
schon einmal eiTeicht, was in 6 Fällen geschieht, bei den 
beiden letzten Wlliien nur noch einmal zu erlangen; sein Gegner 

B hat also dann die Hoffnung -^, wie ans der Lösung des all- 
gemeinen Falles der vorigen Aufgabe fo^. Erreicht aber A mit 
dem ersten Wurfe nichts, was in c Fällen eintritt, so müssen ihm, 
um zu gewinnen, die beiden letzten Würfe glücken ; in diesem Falle 

aber hat B die Hoffnung ^ — , wie soeben gefunden wurde. 

Die h FäUe für- -j und die c Fälle für - ■ geben der 

Hoffnung des B den Werth ^ ■ ■ 
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Will A auf vier Würfe zweimal das Ziel erreicheu, so 
ei-häJt sein Gegner B in den b Fällen, in weichen A der 

erste Wurf gelii^t, die Hoffnnug —^ und in den c Fällen, [39] 

in welelien das Gegentheil einöitt, die Hoffnung — — ; 

folglich liat B die Hoffnung ■ 

Wenn A jedoch mit drei Würfen dreimal ein gestecktes 
Ziel erreichen will, so erhält, wenn ihm der erste Wurf misa- 

c' ■ 1 2 & c I b^ 
lingt, sein Gegner B den Einsatz 1 ;= j ■ Im 

andern Falle hat A noch zwei Würfe übrig, von denen ihm 
jedoch jeder glücken muss; in diesem Falle ist die Hoffnung 

des Gegners B nach dem Vorstehenden gleich ^ Da 

daa Erstere in c Fällen, das Letztere in b Fällen eintritt, so 

ist die Hoffnung des B gleich ^ ■ 

Auf ganz ähnliche Weise kann man cUe Hoffnungen von 
B berechnen, wenn sein Gegner A mit 4, 5, 6, . , . Würfen 
ein Ziel zwei-, drei-, viermal oder Öfter en-eichen will. 8o 
ist die folgende Tafel entstanden, welche man heliehig weit 
fortsetzen kann, wenn man beachtet, dass die Zeilen der Reihe 

nach alle Potenzen des Binoms , also die zweite das 

Quadrat, die dritte den Cubus, u. s. w. in der Weise enthalten, 
dass in der ersten Oolumne nur das erste Glied der Eutwicke- 
lung steht, in der zweiten die beiden ersten Glieder, in der 
dritten die drei ersten Glieder u, s. w. stehen. Dai'aus lässt 
sich leicht die Hoffnung von B ftuden, wenn A mit n Würfen 
»j~mal ein Ziel erreichen will'). 
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[40] Tafel für die Hoffnungen des B. 

(Die Hoffnungen dea A erhält man durch Suhkaction dcji 
Hoffimagen des B von 1.) Die römischen Zahlen gehen die 



Anzahl 
mal u. a 


1er Würfe an, mit denen A ein-, zwei-, di'ei-, 
■w. ein Ziel en-eichen will. 
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[41] Die allgemeine Formel dieser Tafel l&'^st suh in ge 
achickter Weise auch mit Hülfe der CombinationBlehie ableiten 
Wie wir gesehen haben, läuft es auf dasselbe hinaus ob i mit 
n Wlli'fen eines Wlli'f eis oder mit einem Wurfe von i Wfli fein ein 
bestimmtes Eesnltat erreiohen will. Von den «Wflifeln welche 
mit W^, T-Fj, . . ., W„ bezeiehnet sein mögen soll jelei / 
Seitenflächen haben, von denen b die Anzahl Angeu autweisen 
welche A werfen will, nnd die fibrigen c irgend weli-he an 
dere. Wir fragen nun: in wievielen Fällen k^nn es sich ei 
eignen, daSs auf keinem Würfel, nur auf einem Wüifel nni 
auf zwei, drei, vier, . . ., m— l Würfeln die gewünschte 
Anzahl von Augen erscheint? Denn in allen die-^en T illen 
verliert A und gewinnt B. In der Anmerkuns^ zn dei voiigen 
Aufgabe ist gezeigt worden, dass es c" Fälle giebt in denen 
auf keinem der n Wüi-fel die gewünschte Augenanzahl erscheint 
In gleicher Weise lässt sich zeigen, dass es 5, 5 b F'ille 

giebt, in denen ein Würfel, z. B. W^, zwei Wüifel IJ nnd 
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W^, drei Würfel W^, W^ imiS, W^, . . . fü.r A günstig fallen, 
und (t""', e"~*, e"'^, . . . Fälle, in äenen die Übrigen n — 1, 
n — 2, n — 3, ... Würfel für A ungünstig fallen. Da nmi 
die einzelnen Fälle sich miteinander entapreohend verbinden 
können, so ergeben sich öc"~', 5*c"~', 6^c"~', . . . Fälle, 
Fällt ein Würfel fiii A günstig, ao kann flies W^ oder W^ 
oder W^ oder . . . sein; fallen ihm zwei günstig, so können 
diese W„ W^ oder W^, W^ oder W^, W^ oder . . . sein; es 
können TV^, W^, W^ oder W^^ W^, fV^ oder . . . sein, wenn 
drei Würfel für A günstig fallen. Dies ergieht für die ein- 
zelnen Fälle aber nach der Combinationslehre, welche ich im 

zweiten Theile behandeln werde, I ], i |, i 1, ... Möglich- 
keiten , und folglich ergeben sich | öc"~ ' , L,) ^^c™"*) 
I ib^c" ^, . . ., 1 I ö™ ' c" "'"^' Fälle, in welchen nur auf 

einem, auf zwei, drei, . . ., m — l Würfeln — aber gleich- 
gültig ai\f welchen — die gewünschte Zahl er^seheint. In allen 
diesen Fällen gewinnt B, und da bei den n Wärfein [43] im 
Ganzen a" Fälle möglich sind, so ist seine Hoffnung gleich 



nach Sata III Znsatz 1. 

Bei dieser Aufgabe ist es aber, genau wie bei der vorigen, 
von grösstem Interesse, die Anzahl der Wlüfe zu ermitteln, 
bei weleher die Hoffnungen von A und £ einander gleich 
(und gleich der Hälfte des Einsatzes) sind. Zu dem Zwecke 
mnas man den Ausdruck, welcher für die Hoffnung des B 
gefunden worden ist, gleich ^ setzen und aus der so gewon- 
nenen Gleichung n so genau als möglich bestimmen. Will 
man, wie Huygens, wissen, mit wieviel Wtofen A es unter- 
nehmen kann, ein gegebenes Ziel zu erreichen, z, B. mit einem 
Würfel zwei Sechsen zu werfen, wenn für ihn imfl seinen Gegner 
gleiche Gewinnhoffuungen vorliauden sein sollen, so hat man 

^ "^ ^ 

zu setzen und erhält daraus 
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ans welcher Gleichung äie Anzahl n der Wtlrfe sieh bestimmen 
läBst. Ich füge hier die Rechnung für das von Huygens ge- 
wählte Beiapiel, für welches die Anzahl der günstigen und 
nngünstigen Falle schon früher bestimmt und « = 6, 5^=1, 



= 216 


fl' = 


25 


= 10 077 696 


ü'^ = 


625 


= 60 468 i76 


c* = 


390 625 




c«^ 


953 125 



a'-> = 10 077 696< 10 937 500 = 28- 390625 = [2c-|- 18 i)«;^, 
ö'" = 60 466 176>58 593 750 = 30-1953125!=:(2c+20 5)c''. 
Da nun die neunte Potenz von a noch kleiner ist als der zu- 
gehörige Werth dei jechten fieitp, die zehnt« Potenz von a 
ibei grösser ist all der ihi eutspieehende Werth der rechten 
fieite, so kann man schliessen d'ias nenn Würfe noch nicht 
aenugen und dis'* A frst mit zehn Würfen eines Wlü-fels es mit 
^.uitipht "iiit Eitol:; uTjtei(iflLm.i n kinn, zwei Seehsen zu werfen. 
[43] 




Das Kesultat kann aber auch durch eine | 
metrische Construction , welche die logarithmisehe Linie 
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Hülfe nimmt, gefunden werden*). TJetier der Axe CH zeichnet 
man sich eine logaiithmiacbe Linie FEG nnd zieht dann zwei 
zur Axe senkrechte Linien AE und CF so, dass sie sieh wie 
« : c verhalten. Jede der beiden Senkrechten verlängeii; man 
nm Bieh selbst bis B, bez. D und zieht dann durch diese 
letzteren Punkte die Verbindnngagerade BD, welche die lo- 
garithmische Linie in dem Punkte G achneidet. Wählt man 
noch CA als Längeneinheit, ao schneidet dttö von G auf die 
Axe gefällte Loth GH auf dieser den Theil Cü^^^n ab, 
und giebt so die Zahl der Würfe an, mit denen man es imter- 
nehmen kann, etwas zweimal zu erreichen. In ähnlicher Weise 
wie hier, wo man eine gerade Linie und die logaiithmiacbe 
Curve sich achneiden lieaa, kann man in dem Falle verfahren, 
dasa ein Ziel dreimal eiTeicht werden musa ; statt der geraden 
Linie bringt man dann eine Parabel zum Schnitt mit der lo- 
garithmischen Linie. Die Zahl der Würfe, mit denen man vier- 
mal oder öfter ein gegebenes Ziel zu eiTeiehen mit Aussicht 
anf Gewinn unternehmen kann, läast sich ebenso mittelst der 
logaritbmischen Linie nnd einer algebraischen Curve vom vierten 
oder höheren Grade bestimmen. 

"Üebrigens würden wir auch hier, wie es bei der vorher- 
gehenden Aufgabe geschehen ist, diesen Gegenstand noch weiter 
behandeln und die Hoffnungen von mehreren Spielern ermil^ 
teln können, von denen jeder einzelne mit einer gleichen oder 
ungleichen Anzahl nach einander geleisteter Wurf e eingegebenes 
Ziel beliebig oft ei-reicben will, imd noch andere derartige 
Fi-agen würden sich aufwerfen lassen, wenn uns nicht Kürze 
geboten wäre nnd wenn wir- nicht dem Fleisse des Lesers 
etwas überlassen zu müssen glaubten. 

Damit aber das bisher Gesagte nicht falsch verstanden 
wird, glauben wii" nooh das Folgende heiTorhebeu zu sollen. 
Diese letzte und die vorhergehende Aufgabe, in welchen nach 
der Hoffnung eines Spielers gefragt wird, welcher mit einigen 
Würfen etwas einmal oder mehreremal zn erreichen sucht, 
[44] sind so zu verstehen, dass derselbe auch dann gewinnt, 
wenn er öfter, als verlangt war, das Ziel erreicht. Wäre der 
Sinn der Fragestellung, daaa er in einem solchen Falle ver- 
liert, ao würde eine wesentlich andere Aufgabe vorliegen, und 
es würden andere Werthe für die Hoffnungen sich ergeben. 
Da wir auch diese Hoffnungen später noch brauchen, so wollen 
wir dieselben bestimmen, bevor wir weiter gehen. Damit aber 
die Lösung möglichst allgemein ist, wollen wir annehmen, dass 



y Google 



WahrsoheinliohkeitsreohnuBg (Ars conjectandi). 47 

es bei den Terachiedenen Warfen (oder Einzelspielen) nicht 
gleich viele Fälle giebt, sondern dass sich die Zahlen der- 
seHien von Spiel zu Spiel ändern. Es seien 



die ÄUKalii aller Fälle; u d g p s . . . 

die Anzahl der günstigsten Fälle : ö e h q t . . . 
die Anzahl der angftnstigen Fälle: c f i r u . . . 

Sind nun eine Anzahl von Wlirfen, z. B. fünf zu thnn und 
sticht man die Hoffnung dessen, welcher mit einigen davon, 
z. B. mit den di-ei ersten das Ziel, mit den beiden ttbrigen 
aber nichts erreichen will, so muas man beachten, daas jeder 
von den h Fällen des ersten Wui'fes mit jedem von den e Fällen 
des zweiten Wurfes und von den be reaultirenden Fällen wieder- 
um jeder mit den h Fällen des dritten Wurfes zusammentreffen 
kann, was &eA Fälle ergiebt. Ebenso kann jeder der rFälle 
des vierten mit jedem der «Fälle des ftinften Wm-fes zusammen- 
treffen, was ru Fälle giebt. Da nun weiter jeder dieser letz- 
teren Fälle mit jedem der früheren bek Fälle zusammen- 
treffen kann, so ist die Zahl aller für den Spieler günstigen 
Fälle gleich hehru, und da in ähnlicher Weise die Anzahl 
aller Fälle gleich adgps gefunden wird, so ist nach Satz III 

Zusatz 1 die gesuchte Hoffnung gleich — ^ — ~ - Hieraus folgt die 



zur Bestimmung der Hoffnung eines Spielers, -welchem mehrere 
Würfe zu thun gestattet sind und welcher mit einigen genau vor- 
gesehilebenen und nicht mit anderen Würfen etwas erzielen will: 

Man bilde das Product ans den Zahlen der Fälle, 
in denen das Ziel bei den vorgeschriebenen Würfen, 
wo es erreicht werden soll, erreicht wird, und der 
Fälle, in welchen das Ziel nicht erreicht wird, wo 
es nicht erreicht werden darf, und theiie es durch 
das Product [45] aus den Zahlen aller Fälle bei 
sämmtliehen Würfen; der Quotient ist der Werth der 
gesuchten Hoffnung. 

Zusatz L Sind bei allen Würfen die Fälle in gleicher An- 
zahl vorhanden, also d^g=^p^s-^a^ e-^h-=^q=^t^h, 
f=i = r = u-=^c, so gellt der Werth der gefundenen 
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1] l 11g me n m v, lie 

Anzahl allei Wllite lat und m die Anzahl deijen^bE m ^^el 
chea dw Ziel eiiuicht weiden mu^i 

Znsatz 2 Wenn wiedei bei allen Wfliten die Fllle m 
gleichei Anzahl ^oihanden ^nid und auch die Zahl der Wüife 
mit denen das Ziel erreicht weiden mnas bestimmt ist nicht aber 
die Wtiife selbst bezeichnet sind sondern bebebige tem kjnnen 
[z B wenn 5 Würfe zu machen ^md und diei behelige da 
\ Unglücken mui^sen) so mu«s dei elen gefundene Werth dei 
Hoffnung offenl 11 so oft genommen weiden als aus ä Dingen 
Gnppen von je m (z B ^ou 5 Wilifen Gruppen von je 3) 
gebildet ^(eiden können Das kann aber n»ch dei fomima 
tionalehie welche im tolgenden Theile behandelt weiden wird 

[ j odei was d «selbe ist j j mal geschehen nni de''h\D 

hat die Hoflnuug dessen 

Weith(")^^=( 



xni. 

Aufgabe, ji und Ji spielen unter den folgenden 
Bedingungen miteinander: Einer von ihnen thut mit 
zwei Würfeln einen Wurf Fallen sieben Äugen, so 
gewinnt A; fallen aber zehn Augen, ao gewinnt B. Bei 
jeder andern Angenzahl soll der Einsatz zu gleichen 
Theilen an beide Spieler vertheilt werden. Welche 
Hoffnung hat jeder der beiden Spieler? 

[46] Da unter den 36 Würfen, welche mit zwei Würfeln 
möglicli aind, 6 Würfe sich befinden, welche 7 Äugen, und 3, 
welche 10 Augen ergeben, so bleiben 27 Wtofe tlbrig, bei wel- 
chen das Spielresultat für A und B gleich ist, d, h. jedem der 
halbe Einsatz a zufällt. Tritt dies nicht ein, so hat A sechs 
Würfe '^1, mit denen er gewinnt und a erhält, und drei Würfe, 
mit denen er nichta erhält. Bei Beginn des Spieles hat A also 
27 Fälle für ^ß und 9 Fälle für -|o, woraus sich der Werth 
seiner Hoffnui^ nach Satz III gleich ^-1« ergiebt, es bleibt 
mithin für seinen Gegner B die Hoffnung ^\a Übrig '^\ 

»Anmerkungen. (N) [Tritt dies nicht ein, so hat A 
sechs Würfe, u. s. w.] Huygens sucht Kuerst die Hoffnung 
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äeaseu, weleher 6 Fälle für Gewiuu and 3 Fälle für Verlust 
hat; diese beträgt fa \mä erst mit ihrer Hlilfe erhält er 
das schlieasliche Eesultat. Dieses kann man aber auch direct 
ableiten, ohue jene Hoffunng erst zu berechueu. Denn die 
27 Fälle für |ß, 6 Fälle für a und 3 FäUe für Null ergeben 
naeb Satz III Znsatz 3 für die Hoffnung des A ebenfalls ^^« 
und die 27 Fälle für ^«,3 Fälle für a und 6 FäUe für Null, 
ivelehe B hat, bestimmen nach demselben Zusatz seine Hoff- 
nnng gleioh i^^a. 

(0) [es bleibt mithin für seinen Gegner B die Hoff- 
nung ^\a übrig,] Nämlich der Rest des ganzen Einsatzes a. 
Denn da nach Beendigung des Spieles beide Spieler zu- 
sammen sicher den ganzen Einsatz erhalten haben, so musa 
nach unserem Grundsätze auch die Summe ihi'er beider Hoff- 
nungen gleich dem ganzen Einsätze sein, wie wir aneh bei 
Säte IV unter {0] bemerkt haben. Anders würde die Sache 
liegen, wenn in einigen F^en andere Personen als A und B 
den Einsatz ganz oder theilweise erhalten könnten. Z. B. wenn 
in dem obigen Spiele der Einsatz an die Armen vertheilt 
werden soll, falls weder A noch B gewinnt. Dann erhält A, 
wegen der 6 Fälle für a und der 30 Fälle für Null, nur ^a 
and B, wegen der 3 FäUe für a und der 33 Fälle für Null, 
nur -^a, während der Reät des Einsatzes, -|« den Armen 
gehört, welche bei der Berechnung des zu erwartenden Ge- 
winnes berücksichtigt werden müssen, i 



[47^^ XIV. 

Aufgabe. A und B würfeln einer um den andern 
mit zwei Würfeln unter der Bedingung, dass A ge- 
winnt, wenn er sieben Augen wirft, B aber, wenn er 
sects Augen wirft. B thut den ersten Wurf. Wie 
verhalten sich die Hoffnungen von A und B zu ein- 
ander? 

Der von A zu erwartende Gewinn werde mit x und der 
ganze Einsatz mit a bezeichnet ; danu hat .B den Gewinn a — a: 
zu erwarten. Nun muss offenbar, so oft B am Wüi"feln ist, 
die Hoffnung des A wieder gleich rc sein; so oft aber die 
Eeihe zu würfeln an A ist, mnss seine Hoffnung einen höhereu 
Werth haben, welcher mit y bezeichnet werde. Da es unter den 
36 Würfen, welche mit zwei Würfeln möglich sind, fünf Würfe 
giebt, welche dem B sechs Augen und damit den Gewinn 

Ostwuia's Klaselket. 107. 4 
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bringea, und SlTMufe wekhe den 1 /i i "^iiel k miieu 1 ■5'* u 
ao hat A, ehe B wirft ^ TtUe fil mchti unl 31 Fäll« flli / 
was nach Satz III fili seine Hoflnnng d^n Weith |^^ heteit 
und da dieae gleich c gesetzt w« so folgt 



H / =^ '^ ^^ä<* y "^ 



^t' 



lat ^ am Wurfe «o hit ei 6 Ffllle füi a (dean I v u leu 
36 Würfen geben Augen) und 30 Fälle dafir dasa die Keihe 
zn würfeln wiedei an L kommt 1 h ■! ^l e lui dii" Hofinung jt 
hat. Nach Satz III ist mithin die m t / bezeichnete Hofin ing 
des A gleich 

Ra+'Mtx 



und folglich ist mit Hülfe dea vorher für y gefundenen Wertbes: 

- .« ■ - = H^ 



Folglich hat B den Rest |4ff zu erwarten, sodass sich die 
Hoffnung des A zu der des B wie 31 zu 30 verhält. 

^Anmerkungen. Bei dieser Anfgabe ist Huygens zum 
ersten Male genöthigt, die Analysia anzuwenden, [48] während 
er bisher immer reüi synthetisch die Lösnng gefunden hatte. 
Bei allen früheren Aufgaben ergab sich die gesuchte Hoffnung 
aus anderen Hoffnungen, welche entweder bereits bekannt 
waren oder, wenn zwar unbekannt, aua schon gefundenen und 
einfacheren sich berechnen Hessen, und welche nicht ihrerseits 
von der gesuchten Hoflnuug abhängig waren; deshalb konnte 
man dort von den allereinfachsten Fällen ausgehen und mit 
ihrer Hülfe, schrittweise vorwärtsgehend, mehr und mehr- ver- 
wickelte Fälle ohue analytische Htifsmittel erledigen. Andera 
liegen dagegen die Verhältnisse bei der jetzigen Aufgabe. Denn 
man kann die Hoffnung, welche A hat, wenn die Reihe iles Spielens 
I B kommt, nach dem früheren Verfahren Huygens' nieht 
, wenn man nicht die Hoffnung des A, sobald er 
1 Würfeln kommt, kennt. Aber auch diese letztere kann 
1 nicht berechnen, ohne nicht zuvor die erstere, gerade 
e Hoffnung sehon zu kennen. Da also beide Hoffnungen 
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imbekaunt sind, so können sie nach Suygens' Verfahren nur 
gefunden werden, wenn man die Analyaia zu Hülfe nimmt. 
Es ist von Werth, dies erkannt zu haben, damit der Unter- 
schied heider Methoden und wann bei einem Beiapiele die 
eine, wann die andere anzuwenden ist, klai' zu Tage liegt. 

leh habe betont, dass man das Huygens'svh^ Verfahren 
ohne Zuhiilfenahme der Analysis hier nicht mehr gebranchen 
kann; es giebt aber einen anderen Weg, auf welchem ich 
ohne jedes analytische Hfllfsmittel zum Ziele kommen kann, 
nnd welcher im Folgenden mit Nutzen sieh verwenden lässt. 
An Stelle von zwei Personen, welche abwechselnd spielen, 
lassen wir unendlich viele Spieler ü'eten, welchen der Reihe 
naoh je ein Wurf zusteht; jeder au ungerader Stelle stehende 
Spieler gewinnt, wenn er 6 Augen wirft, nnd jeder an gerader 
Stelle Spielende gewinnt, wenn bei seinem Wurfe 7 Augen 
fallen. Dann kann offenbar der zweite Spieler nioht gewinnen, 
wenn nicht von den beiden ersten Würfen nur der zweite er- 
folgreich ist; der dritte Spieler kann nioht gewinnen, wenn 
nicht von den drei ersten Würfen nur der dritte glückt; ebenso 
kann der vierte Spieler mu" gewinnen, wenn allein sein Wurf 
erfolgreich ist, und so fort. Wenn wir nun an Stelle der 
ZaUen 5 und ^i, d. h. der Fälle, in welchen mit zwei Wür- 
feln sechs Augen geworfen werden können oder nicht, b und 
c, an Stelle von 6 und 30, also für die Zahlen der Fälle, in 
welchen sieben Augen fallen können oder nicht, e und J' und 
anstatt 36, der Anzahl aller Fälle, i + c = e +/ ;= a setzen, 
so finden wir nach der Regel, welche am Ende der Anmer- 
kungen zur Aufgabe XII gegeben worden ist, folgende Hoff- 
nungen der einzelnen Spieler: [49] 

Spieler: 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. -.• 

5 ce bcf c^ef hc^f^ c'ep hcH' r'ef 



I wir nun an Stelle des ersten, dritten, fünften und 
mit rmgeraden Zahlen bezeichneten Spieler einen 
einzigen Spieler, B und an Stelle des zweiten, vierten, sechsten 
und der anderen mit geraden Zahlen bezeichneten Spieler eben- 
falls einen Spieler, A treten, so kehren wii- offenbai' zur vor- 
gelegten Anfgabe zurück, und es sind die Hoffnungen von A 
und B gleich der Summe der Hoffnungen aller jener Spieler, 
au deren Stelle sie getreten sind. Die Hoffnung von A ist also: 
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f c^e-r- c'ep 

L j l L— / . . 



Dies siud aber uneadliche geometnache Keiheo mit dem ge- 

cf ce 

meinaamen Quotienten -^ ; die Summe der ersten ist -j- — -^ 

und die der zweiten ■— . ■ Folglich verhält sich die Hoff- 

Duug von A zu der von B wie ce zu ab, oder wenn man 
für die Buchstaben wieder die obigeu Zahleuwerthe setat, wie 
31 zu 30, genau wie obeit gefuudeii war. 



Anhang. 

Au Stelle der 8ehluai\-ig nette hat Hmiqem dio folgenden 
fünf Aufgaben seiner Abliaudluno an^efaf,t abei welei eure 
Löauug uoch eineu Bei^eia gegeVien aoudeiu diese dem Lesei 
zu fiuden liberlaaaen. Wir siud dabei gezwuugeu diese theils 
Mer zu ergänzen, theils flli deu zweiten Theil lufau^paien 



Aufgabe. J und /> -ip tlen mit zw li WintLln ui]ti>i 
der Bedingung, dasa A gewinnt, wenn er sechs Augen 
■wirft, und B gewinnt, wenn er sieben Augen wirft, 
A beginnt daa Spiel mit einem Wurfe, dann thut B 
zwei Wttrfe hintereinander, dann ebenso A zwei 
"Würfe und SO fort, bis einer von Beiden gewinnt. 
"Wie Yerhält sich die Hoffnung von A zu der von B7 
Antwort: "Wie 10355 zu 12276. 

[50] Lösung. Die Hoffnung des A sei gleich t bei Be- 
ginn des Spieles, gleich x, wenn die Keihe zu spielen au B 
kommt, gleich y, wenn B einmal gespielt hat, und gleich ?, 
wenn B seine zwei "Wflrfe gethan hat und an A wiederum die 
Keihe zu spielen kommt. Alle dieae Hoffnungen siud von ein- 
ander veraehieden und unbekannt und jede vorhergehende Hoff- 
nung hangt von der folgenden ab und auch umgekehrt, wie sieh 
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a a dem e ageachlagenen Yerfahren ergeben wird; die Aufgabe 
1 an also ii-\ h lei H yi/ews'achen Methode nur gelöst wei- 
len ^16 bei dei letzten Aufgabe bemerkt ist, wenn mau die 
inaljss z Hnlfe n mmt. Unter den mit zwei Würfeln mög- 
lichen 6 Wulfen giebt ea 5, weiche sechs Augen ergeben und 
ilso A gewinnen listen, und 31, welche ß an das Spiel 
1 mmPn listen le Beginn des Spieles hat A also 5 Fälle 
tu 1 n E näi,tz nd 31 Fälle für x. Folglich ist seine 

Hoff Ho bp Beg nu des Spieles gleich , und da 

1 se n t ? bezeichn t ar, so ist 



t = 



36 



Kommt diL E ihe dti Zielens nn B to bit i |et/t I Ptlie 
tur ni'htä, da es li Wüife tili 7 Angen gipbt welche seinem 
Gegner günstig sind, und ^0 Fälle ftu y folghch ist seine 
Hoffnung gleich -f-y und di diPie mit j* liezeiohnet wnide 
30 folgt 

' = .y 

Hit H SLinrn eisten "\\nit titol^lu? ^Lthm so hat A ins 
dem gleichen öiunde wii'dei fi Falle fui niihts und Etile 
tilr die folgende Hofinung z mithin ist seine Hofcmng in dem 
Angenbheke 

Jetit ist die Reihe zu spielen wiedei an A und zwar hat ei 
die Hoffnung s; da er nun 'S Fälle für « hat, nämlich wenn 
er 6 Angen wirft, und 31 Fllle ffli Ei-weibuag seiner fiflheien 
Hoffnung i, wenn er dies nicht thut (denn dann ist dei Stand fni 
beide Spieler wieder dersellte , wie bei Beginn deg Spieles 
A hat noch einen Wurf, nach welchem £ mit zwei Wiirfen 
kommt, worauf wieder A mit zwei Würfen folgt, und so fortj. 



I hat andrerseits die HofEnung des A den Werth - 



36 



folgt. Nachdem auf diese Weise so viele Gleichungen sich er- 
geben haben, als unbekannte Hoffnungen vorhanden sind, kann 
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man diese jetzt aua ihnen berechnen. [51] M&n erhält so 
schliesalich 

t = imt «, 

und es bleibt mithin fflr B die Hofllmng l^lff « tihrig, so- 
dasä sieh beide Hoffiiungen wie 10355 zu 12276 verhalten, 
wie Huygens behauptet hatte. 

Kürzer wird die Lösung, wenn man nur die drei Unbe- 
kannten t, X, z einfuhrt und die Hoffnung y, welche A hat, 
nachdem B einen Wnrf gethau hat, fortläsät. Aus dem Sehlnsse 
der Anmerkungen zu der Angabe XI entnimmt man, dMS die 
Hoffnung dessen, welcher mit zwei Würfen einmal sieben Augen 
werfen wUl, gleich -|^ des Einsatzes ist. Man darf also nach 
dem dort unter dem Buchstaben [J] Bemerkten schliessen, 
dass es 11 Fälle giebt, in welchen B, wenn die Reihe zu 
spielen wieder an ihn gekommen ist, mit einem seiner beiden 
Würfe sieben At^en wirft und gewinnt, also A nichts erhält, 
und 25 Fälle, in welchen er mit keinem seiner Wlirfe diese 
Augenzahl erreicht, mithin die Reihe zu spielen wieder an A 
kommt und diesem die Hoffnung z giebt. Daraus erg^ebt sich 
fitr die mit x bezeichnete Hofflinng des A der Werth -f^ z, 
also x=:Wz. Verfährt man weiter, wie oben, so erhält 
mau die dort gefundenen Werthe. 

Jetzt übersieht man nnm deutlieh die Huygens'äiA^ Methode; 
es empfiehlt sich ihre Anwendung in allen ähnlichen Glfleks- 
und Wtii-felspielen, in welchen von mehreren aufeinander fol- 
genden Hoffnungen jede von der nächsten abhängt, wenn nur 
nach einer bestimmten Anzahl von Wtti'fen der Anfangszustand 
sich wieder einstellt und die gleichen unbekannten Hoffnungen 
zurtckkehren , welche die Spieler bei Beginn hatten. Nicht 
so leicht aber ist zu sehen, wie man die Aufgaben behandeln 
muss, in welchen sich bei Foiisetzung des Spieles die Hoff- 
nungen nieht zum Ringe schliessen , sondern endlos immer 
neue, von den früheren verschiedene und wie jene unbekannte 
sich ergeben. Derartige Aufgaben werden von Huygens in 
dieser Abhandlung nicht untersucht. Einige solche Aufgaben 
habe ich [52] in den »Ephemerides Eruditorum Gall., 1685, 
art, 25 gestellt in der Hoflnung, dass sich der Eine oder der 
Andere an ihre Lösung machen würde, nachdem aber während 
fünf Jahi'e Niemand ihre Lösung gegeben hatte, habe ich sie 
selbst in den »Acta Eruditorum Lips.« Mai 1690 mitgetheilt, 
und bald darauf im Juli desselben Jahres gab Leibniz in 
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etwaa schwer veratäadlicher Form ebendort die Grundlage der 
Lösung, welche ich jetzt deutlicher auseinander setzen will'^). 
Vorher aber werde ich zeigen, in welcher Weise durch dieses 
gi-undlegende Verfahi'en das vorliegende Huyffens'sohe, Problem 
sich lösen l^st, Dean dieses Verfahren nnteracheidet sich 
nicht von dem, welches ich zur Lösung der vorigen Aufgabe 
in den AnmerfcuEgen angewandt habe, und es lässt sich mit 
derselben Leichtigkeit auf Prägen anwenden, bei welchen die 
nämlichen Hofihui^en im Kreise immer wiederkehren, wie auch 
auf solche, bei welchen ein derartiger Kreislauf nicht besteht; 
der einzige Unterschied zwischen beiden Fällen ist der, dass 
das Verfahren bei den erstereu auf eine oder mehrere «n- 
endliehe Reihen fahrt, deren Snmme in geschlossener Form 
dargestellt werden kann, bei den letzteren dagegen auf andere 
unendliche Reihen, welohe nicht summirbar sind. 

Wir denken uns, dass unendlich viele Spieler am Spiele 
theünehmen, welche nacheinander je einen Wnrf thun sollen, 
und von welchen der erste, vierte und fünfte, achte und neunte 
Spieler imd so foi1;, wenn man je zwei aufeinanderfolgende 
Spieler auslässt, die beiden nächsten benachbarten mit dem 
Wui'fe von 6 Augen gewinnen, die übrigen Spieler, nämlich 
der zweite und dritte, sechste und siebente, u. s. w., aber 
mit einem Wurfe von 7 Augen gewinnen. Nach der Kegel, 
welche der Aufgabe XU angefügt ist, ergeben sich, wenn die 
Buchstaben a, i, c, e,f dieselbe Bedeutung haben, wie in den 
Anmerkungen zu dieser Aufgabe, für die Hoffnungen der ein- 
zelnen Spieler die folgenden Werthe : 

Spieler: 



A. B. 
HoffnüDgeu: — , — , 


B. 

"4, 


A. A. 
Icf- hc'f 


B. B. 

c'ef «■«/■ 


Spieler: 8. 
A. 

HoüuuDgen ; — ^ — , 


9. 

A. 

ic-f 


10. 11. 
B. B. 

c'ef c-ef 


12. . . . 
A. . . . 



Ersetzen wir nun wieder alle Spieler, welche mit 6 Augen 
gewinnen, durch einen Spieler A, und alle, welche mit 7 Augen 
gewinnen, durch einen anderen Spieler B, wie es in der vor- 
stehenden Tafel ai^edeutet ist, so entsteht der Faü unserer 
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gegenwärtigen Aufgabe, und 
von A und B die Werthe: 



erhalten fitr die Hoffnungen 



_s«/! 









Die an gerader Stelle stehenden Glieder [53] und die au un- 
gerader Stelle stehenden Glieder in heiden Keihen für sieh ge- 
nommen bilden unendliche fallende geometrische Reihen mit 

dem Quotienten — ^ ■ Mithin evgiebt sich fitr die Summe der 

! ^ — nnii triv flio i\i--r r/iuaifp-n . — . — -^ 'i— 



ersten Reihe 



- und für die der zweiten - 



sodass sich die HofBiung von A zu der von B verhält wie 
rt'ö -}• ^«i/^ 2u ß*ce -|- acef, waa für die vorliegende Auf- 
gabe (für welche « = 36, ö = 5, c = 31, e = ß, /= 30 
zu aetaen ist) das Verhältniss 10355 zu 12276 ergiebt. 

Ich lasse noeh Beispiele solcher Fragestellungen folgen, in 
welchen die Hoffnungen nicht ün Ereise wiederkehi'en: Zwei 
Spieler A und B wüi-feln mit zwei Würfeln unter der Be- 
dingung, dass derjenige gewinnt, welchem zuerst sieben Angen 
wirft. Die Anzahl und Reihenfolge der jedem Spieler zu- 
stehendeu Würfe ist eine der in der folgenden Tafel an- 



Nummer 


I. 


n. 


in. 


IV. 


Würfe 


A. 


S. 


A. 


B. 


A. 


B. 


A B. 


1. 
2. 
3, 

4, 


1 
2 
3 


l 
1 


. 1 
1 

1 


1 
2 
3 
4 


1 
2 

4 


1 

2 

4 


3 

5 


2 
4 
6 
S 



Wie gross sind die Hoffnungeu beider Spieler? 

Hier ist die analytisebe Methode Huygeni' nicht brauch- 
bar, wohl aber liefert die meinige mit derselben Leichtigkeit, 
wie vorhin, das Resultat. An Stelle der beiden Spieler A 
und B nehme ich wieder uneudlieh viele Spieler an , deren 
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1 Lfe A 



o7 



I d e nea Wurf thnn d t unl t age n !i den Hoff 

nnno nie nzeln n p el Nach dfim Z itze 1 de de 

Antpa) \II a]ip,6t gten Pb^ 1 findet s h la d e Anz hl le 
Falle / c be lUen ■\\ d fen d eselbe it de Hofln n^ ein 3 



Sp ele s illgem n gle h - 



yo h er n 1 Anzahl le 



Wu fe ni t lönen Ängeu fe ne de i Faile) ge vorfen ve den 
k uuea he tandig gl cl 1 st und /! d e Anzahl aller Wüfe 
von Anfang an nwihe n nler de We-the 1 2 
annimmt Setze h 1 e e Zahl n © n el t h il fol 

^en'le Tafel t de Sj elo dnuu IV 



Spielei . 



1. 



D nn 1 haa'ftll d n l n Si 1 i ^Medei ^ and 5 

ttn dmhjdm h d Plätze zn^eiie, die 

h h d B dmg n 1 1 t ä aden Spieles za- 

k mm \ [54] mmu all di St llen entspiechenden 

H ä g n m li mmth ff a g n _i und B za er- 

h It n r B n h d B liag IV dem A dei 1'«, 

4 l 6 11 b 1 W f uk mmt, so giebt mir 

die Samme dei Hoflnun^en des 1 , •! bis G'*^, 11*«" bis 
15*"" . . . Spielers die Hoffnung des A und die Summe der 
übrigen Hoffuungen die de? B Folglich siud die Hoffnnngen 
von A nnd B: 
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welche beiden HofEaungen sich zu 1 ergänzen. 

Dieses Resultat lässt sieh auch noch anders ermitteln. Ich 
setze an Stelle von A und JB wieder unendlich viele Spieler, 
theile ahei jedem einzelnen so viele Würfe hintereinander zu, 
als nach dem Wortlaute der Aufgabe A und B zufallen, 
wenn die Reihe zu spielen an einen von ihnen kommt. Bei 
den Spielhedingungen IV z. B. nehme ich an, dass A einmal, 
JB zweimal, ein Dritter, C dreimal, ein Vierter, D viermal, . . . 
spielt, und bestimme die Hoffnungen jedes einzelnen Spielers, 
wobei ich die Zahl der Würfe, welche von ihm selbst zu thun 
sind, und die Zahl aller vor ihm geschehenen Würfe beachte. 
Diese Hoffnung hat aber, wie in den Änmerkangen zur Auf- 
gabe XI (wo die eratere Zahl mit «, die letztere mit s bezeichnet 

wurde) allgemein den Werth ^^^ ^ -j ^^ ■ Ich 

erhalte mithin hier für die einzelnen Spieler die folgenden 
Hoffnungen : 



[55] Um die geauehten Hoffnungen zu erhalten, brauche ich 
nun nur noch die Hoffnungen der an ungerader Stelle stehen- 
den Spieler A, C, E, G, ... und ebenso die Hoffnungen der 
an gerader Stelle stehenden Spieler B, D, F, ... zu einander 
zu addiren, was die früher gefundenen Summen wieder ergiebt. 
Es würde auch das Verfahren das gleiche sein, wenn drei, 
vier oder mehr Spieler in der gestellten Aufgabe angenommen 
würden. 

Auf jede dieser beiden Arten lassen sich die andern Bei- 
spiele lösen, und man erhält für die Hoffnungen der Spieler 
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die folgondcu Ecitcn, welche (Ich vier verschieilenen Spiel- 
plänen I bis IV entsprechen (wobei zur Alikürzuisg — = m 
gesetKt ist): 



jA: 



Hb. 



l^m+Jit^- 



?'+?« 



K -\-fni 



'^+m 



-m''+ 



" +m'^—m^'^-l-m^''—m'^+ 



">+m 



Diese einzelnen Hoffnungen aind also dargestellt durch nn- 
endliehe Keihen mit altemireuden Zeichen, deren Glieder aus 
der rollstSudigeu Keiie 1, m, m^, m^, m*, nt'-, ... in ungleichen 
InteiTallen herauagenommen sind, und gerade dieser IJmatand 
verhindert ihre Suniinining Leicht aber iMsen sich Naherungs- 
werthe in beliehig weit getriebener Genauigkeit berechnen. 
Setzt man den Zahlenwerthen der Fragestellung gem^s « = 36 

und c = 30, also m = — = — = - 1= 0.8333 . . ., so erhalt 

man für die den vier Spielbedingungen entsprechenden Hoff- 
nungen des A die Werthe'"): 

I: 0,71931, II: 0,40058, HI: 0,59(579, IV; 0,52392, 

wohei die Zahlen bia auf eine Einheit der lefaten Ziffer genau 
aind. Fo^lich verhält sich in den vier Fällen die Hoffnung 
dea A zu der des B wie 

I: 71931:28069, H: 40058:59942, III: 59679:40321, 
IV: 52392:47 608. 

Wer sich die Exponenten der Potenzen von m, [56] welche 
die Glieder dieaer ßetheu bilden, genauer ansieht, erkennt, daaa 
ihre Differenzen stets mit den Zahlen der Wtirfe übereinstimmen, 
welche den beiden Spielera A und B nach den Bestimmungen 
des Spielplanes abwechselnd zustehen. Z, B. aind die Exponenten 
in der eraten Reihe I — m-\-wi' — ?«' + Jw^ — jn' + m' — ... 
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gleich 0, 1,2,4,5,8,9, ... und deren Differenzen 1, 1,2, 1, 3, 1, ... 
BÜnunen geuan mit den Anzahlen der Würfe tibeiein, welche 
A und B nach Spielplan I der Reihe nach zugetheilt sind. 
Dieaea Gesete gilt, waa hervorgehoben zu werden verdient, 
ganz allgemein, selbst auch bei solchen Spieleu, hei welchen 
den beiden Spielern eine ganz beliebige Zahl von "Würfen 
jedeamal zugewiesen ist und zwischen den einzelnen Zahlen 
gar keine geaetzmässige Beziehung besteht. Dieae Beti'achtiing 
führt mithin zur folgenden 



welche die Hoffnungen zweier Spieler augenblicklieh finden 
lehrt, wenn ihnen beliebig viele Wtii'fe, nach willkürlich ge- 
gebenen und in daa Unendliche fortlaufenden Zahlen zu thnn 

gestattet aind, und voransgeaetzt ist, daas — ^ m für alle 

Wflrfe denselben Werth hat: 
Man schreibe der Reihe naeh zuerst die jedem der 
beiden Spieler zustehende Anzahl von Würfen hin, 
darunter die Snmme dieser von Anfang an; diese 
letzteren liefern ebensoviele Exponenten der Po- 
tenzen von m, welche, abwechselnd durch + und — 
miteinander verbunden, die Hoffnung dea ersten 
Spielers ergeben. Läsat man in dieser Reihe die 1 
fort, welche immer das Anfangsglied bildet, und 
kehrt man die Zeichen der übrigen Glieder um, so 
erhalt man die Hoffnung des zweiten Spielers. 

[57] Beispiel: A. B. A. B. A. B. A. B. A. 
Zahl der Würfe: 3 14 15 9 26 5*) 
Summen: 3 4 8 9 14 23 25 31 36 

Hof&inugdea^: l-m^+m'-m'+m'-'— «i"+»i^^-?»''+?w^'-?w"''+ 
Hoffnung des B: m^-m*+m^^m''+m^*-tn^^+m'^^-m^'+m^^'- 

Zu beachten ist, dass diese Regel noch volle Gült^keit 
behält, wenn die Anzahl aller Wurfe eine begi-enzte ist, über 



*1 Die Zahlen sollen die Ziffern der Ladolph''aQ'aen Zahl 
3,14159265359 , , , . sein; zwischen diesen herrscht kein be- 
Geaeta. 
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welche hiuaua das Spiel aelbst dann nieht fortgesetzt wird, 
wenn noch keiner der Spieler gewonnen liat. Nur muss die 
letzte Potenz von wi, deren Exponent gleich der Summe aller 
Wtite ist, in der Reihe, in welcher sie mit dem positiven 
Zeichen eischeint, fortgelasaen werden, und um dieses Glied 
hleibt die Summe der Hoffonngen heider Spieler Meiner als I . 
Hört in dem longen Beispiele das Spiel nach dem 36. Wurfe 
auf, so sind die Hoffnungen von A nnd B: 

B: m^ — m*-\-m^ — m^-j-m^' — m^' -\- m" — m". 
also die Summe beider: 1 — m''. 

Tl. 

Aufgabe. Drei Spieler A, B und 0, welche 12 Steine 
haben, von denen 4 Tveisse und 8 schwarze sind, 
spielen unter der folgenden Bedingung miteinander: 
Wer von ihnen zuerst blindlings einen weissen Stein 
ergreift, hat gewonnen; zuerst zieht A, dann B, 
darauf C, dann wieder A, nnd so fort. Wie verhalten 
sich die Hoffnungen der drei Spieler zu einander? 

Lösungen. Der Sinu dieser Aufgabe ist vieldeutig und 
daher siud auch verschiedene Lösungen möglich. Man kann 
nämlich entweder annehmen, dass der gezogene Stein wieder 
in die Urne zurückgelegt wird, bevor der folgende Spieler 
zieht, sodass die Zahl der in der Urne liegenden Steine immer 
dieselbe ist, oder dass dies nicht geschieht und mithin die 
Zahl der Steine immer kleiner wird. [58] Femer bann 
man annehmen, dass jeder einzelne Spieler 12 Steine hat oder 
dass sie alle drei zusammen 12 Steine haben. 

i. Wenn die Steine nach de» einzelnen Zügen wieder in 
die Urne zurllck^ethan werden müssen (in welchem Falle es 
gleichgültig ist, ob alle di'ei Spieler zusammen 12 Steine haben 
oder ob jeder so viele besitzt), so kann man die Hoffnungen 
der Spieler auf eine der beiden folgenden Arten finden. 

a) Nach der Huygens's^lieii Methode, p- — - 
des A werde mit x, die des B mit j/ und die des C mit a 
bezeichnet. Beginnt A zu spielen, so hat er (wegen der 4 
weissen Steine) 4 Fälle, den Einsatz 1 zu erhalten und 
(wegen der 8 schwarzen Steine) 8 Fälle, in welchen er seineu 
Vorrang verliert und auf den dritten Platz kommt, also die 
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Hoffnung a erliält; Aieä gicbt für soiue HoffnuHg x den Werth 



Aus dem ffleKten iTrunde liit L, wenn A ili^ Spiel beginnt 
4 Fallf fiu mthts und 6 1 Üle an die eiite StöUe m 1 nmmen 
und damit die Hofinung > an eihalttn lolgtich ist seine 
Hofiimng -^jj = -j-i und mithin 

Der dritte Spieler C hat 4 Fälle für nichts und 8 Fälle, in 
welchen er au die zweite Stelle kommt und die Hoffnung y 
erhält; es ergiebt sich daher ftlr seine Hoffnung ? der Werth: 



und dühor verhalten sieh die Hoffnungen 

:c: j/:2= 9 : 6 : 4. 

b) Nach meiner Methode. Bezeichnet man allgemein 
mit a die Anzalil aller Steine, mit b die der weissen und mit c 
die der schwarzen, und nimmt man wieder unendlich viele 
Spieler an, welche unter der gegebenen Bedingung mit ein- 
ander spielen, und von welchen einer nach dem andern einen 
Stein zieht und ihn dann in die Urne zurücklegt , so er- 
geben sieh nach Zusatz 1 zu der am Ende von Aufgabe XII 
gegebenen Eegel [da bei allen Zügen die Zahl der weissen 
und schwarzen Steine dieselbe ist) die folgenden Hoffnungen: [59] 

Spieler: 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 

A. B. a A. B. a A. B. G. 
ho bc^ be' hc' hc' bc" bc' hc^ 



B. 

bc'^ 
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Nun kommt der l'", 4*", 7'* . . . Zug dem A, der 2", 5'", 8*^ 
. . . dem B, der 3'", 6'", 9te dem C zu; summirt man also die 
Hoffnungen der an diesen Stellen hefindlichen Spieler, so er- 
hält mau für die HoEfnungen von A, B und die folgenden 
geometrischen Eeihen: 



folglich verhalten sich die Hoffnungen zu einajider wie 



also in unserem Falle (wo a : c = 12 : 8 = 3 : 2 ist] wie 
9:6:4, vie ohen gefunden wurde. In gleicher Weise läaat 
sich die Aufgabe lösen, wenn sich vier oder mehr Spieler be- 
theiligen; bei 4 Spielern verhalten sich die HoSnnngen wie 



bei n Spielern wie 



2, Der Sinn der Aufgabe soll der sein, daas die drei 
Spieler zusammen 12 Steine haben und dass kein gezogener 
Stein in die Urne zurückgelegt wh-d. 

Hui/ ff ens' scheu Methode. Dann ist zu 

durch fortwährendes Ziehen von schwarzen 

Spieler an die Stelle des dritten, der 



beachten , dass 
Steinen zwai- d 



dritte an Stelle des zweiten, der zweite au Stelle des ersten 
kommt, dass aber doch nicht die Hoflnungen, welche sie am 
Anfange des Spieles hatten, auf gleiche Weise sich vertauschen, 
wie es bei der vorigen Annahme geschah, sondern dass die 
Spieler immer neue, von den frflheren verschiedene Hofüiuiigeu 
erhalten, da sich die Anzahl der Steine fortwähi'cnd ändert. Diese 
Hoföiungen sind um so einfacher zu bestimmen, je mehr- 
schwarze Steine gezogen sind, und kommen schliesslich auf 
bereits bekannte hinaus. Deshalb gelangen wii-, wenn wir 
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nach der Swj/^ews' sehen Methode mit den allereinfacbäten 
HofEnungen heginnen und allmählicli an allen dazwiaehen liegen- 
den vorwärtsschreiten, rein synthetisch schliesslich zu der bei 
dieser Fragestellung gesachten Hoffnung. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass schon 7 schwarae 
Steine gezogen sind. Der nächste 2ng ist von B zu thun und 
[60] A hat dann nichts mehr zu erwai-ten, da wegen des einen 
übrig gebliebenen schwarzen Steines entweder B oder C noth- 
wendig gewinnen muss. Wegen der 4 weissen Steine und des 
einen schwarzen Steines hat B mithin 4 Fälle für Gewinn 
und einen Fall fflr Verlust, in welchem Falle C unbedingt 
gewinnen mnss. Aus dem gleichen Gründe aber hat C einen 
Fall fflr Gewinn und 4 Fälle fflr Verlust. FolgHch sind die 
Hoffnungen von A, B und C gleich 0, | und |. 

Zweitens nehmen wii' an, dass sechs schwai-ze Steine heraus- 
genommen sind. Dann hat A, an welchem die Keihe zu 
ziehen ist, 1 Fälle für Gewinn, und die beiden andern Spieler 
haben ebenso viele Fälle für Verlust. Alle drei Spieler aber 
haben wegen der noch übrigen zwei schwarzen Steine 2 Fälle, 
in welchen sie die vorher gefundenen Hoffnungen zurücker- 
langen, da ja, wenn A einen schwarzen Stein zieht, nur noch 
ein schwarzer Stein übrig , und die Eeihe zu spielen an B ge- 
kommen ist, wie in dem bereits erledigten Falle angenommen 
war. Also aincl hier die Hoffnui^en von A, B und C gleich 

Mehmen wir jetzt an, dass ffinf schwarze Steine gezogen 
sind, so hat C, welcher jetzt am Zuge ist, 4 Fälle für Ge- 
winn, A und B haben 4 Fälle für Verlust, Wegen der 
noch übrigen drei schwarzen Steine hat jeder der drei Spieler 
3 Fälle füi- die soeben gefundene Hoffnung. Daraus ergeben 
sich für A, B und C die Hofinungen f, ^ und |. 

Wenn vier schwarze Steine herausgenommen, also noch 
gleich viele weisse wie schwarze Steine vorhanden sind, so 
sind ebenso viele Fälle dem B, welcher jetzt an den Zug 
kommt, günstig als dem A und G\ alle drei haben auch gleich 
viele Fälle, die zuletzt gefundenen Hoffnungen zu erhalten. 
Daraus resultiren für ^, B und G die Hoffnungen \, |^ 
und ^. 

Auf gleiche Weise ergeben sich für die Hoffnungen, wenn 
drei schwarze Steine gezogen sind und also A am Zuge ist, 

«, H, -l 
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^ul z e acliwa ze Steine liBrausfcen mmen so at le 
Ee iie zu z ehei an ( aail e? nd d e H flnungeii gip li 

\ n + 

Ist en schfVdizei Stern czuoeu so t d e lieil e an z ehen 
an B uud es erg beu i ch 1 e Hofln agen ^ ■^— g- -^j 

Wenn sohl pssI ch noch kern Ste n heiaisgenommen und 
4 im Zngft iit auf welchen Fall alle n wu li nzielten un 1 
TT^eu lessen w lle vu he ^ehendeii F&lle e at e lebgen 
mnsaten, so erhalten wir fdr die Hoffnungen von A, L, t . 
At ■^' ¥F oder auch -^^, -^^, ^'^, und folglicli verhalten 
sie sich zu einander wie 



b) Nach meiner Methode. Äiieh in diesem Falle Iftsst 
sieh meine Methode anwenden, [61] da sie nicht nur bei den 
Aufgaben anwendbar ist, zu deren Lösung man die Analysis 
sonst noch hinzunehmen muss, sondern auch bei solchen, 
welche sich rein synthetisch löaen lasaen. Da die acht schwar- 
zen Steine nieht zurückgelegt weiden sollen, wenn aie gezogen 
worden sind, so nehme ich an, daas neun Spieler theiluehmen, 
von denen jeder einen Zug thut; dann muss einer von ihnen 
achliesslieh einen weissen Stein ziehen und ge^vinnen. Damit 
aber ein Spieler Hoffnung hat, den Gewinn zu erhalten, mtlBsen 
alle seine Vorgänger schwarze Steine gezogen haben. Ich 
nehme also an, dass die Zahl derselben (und mit ihr die Zahl 
aller Fälle) schrittweise kleiner wird und nach dem ersten 
Zuge nur noch 7, nach dem zweiten nur noch 6, nach dem 
dritten noch 5 Steine, . . . übrig sind. Dann flnde ich nach 
der Eegel am Schlüsse der Aufgabe XII die Hoffnungen der 
einzelnen Spieler, wie sie in der folgenden Tafel i 
sind. 



Spieler; 1, 

AnzahlallerSteine: 12 

Anzahl der 
weissen Steine; 4 

Anzahl der 
schwarzen Steine: S 



Hoffiiungen : 



11-12' 101M2' 9-iO-lM2' 8.9-lU.l 
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Spieler: 


C. 




7. 


8. 




9, 


AuEaUallerSteine: 
Anaabl der 

AnzaU dei- 
schwarzen Steine: 


1 

4 

3 




4 
2 


5 
4 

I 




4 
4 


Hoffnungen: 


44-5.IJ-7. 
7.8-9-IO-n 


l2' 


4-3-4..-8 
■ e.7.8-12' 


4-2.3.. .8 
5-6.7-12' 


4-1 


..2...b 


4.5 


■6-. .12' 



Nun addire ich die Hoffnungen des I '^'', 4**" nud 7'^" Spielers, 
4a die gleiclmam^en Züge dem A ankommen, ebenso die Hoff- 
nungen des 2^*", 5^*" und 8^^" Spielers, bezw. des 3*™, 6*«° 
und 9'*" Spielers, deren Züge JS, bezw. G gebtlhi'en, [62] und 
erhalte dann so die Hoifnungen von A, B und C, Wie zu- 
vor ergeben sieb ftr das Verliältnias der dJrei Hoffnungen schJiess- 
lieh die Zahlen 

77 : 53 : 35, 

3. Faast man die Aufgabe im dritten Sinne auf, nach 
welchem jeder Spieler 12 Steine hat und einer nach dem 
andern einen Stein von den seinigen wegnimmt, denselben aber 
nicht wieder zu den übrigen zniOeklegt, so unterscheidet sich 
die Aufgabe nur wenig von der eben behandelten, erfordert aber 
in Folge der grösseren Anzahl von Steinen viel grössere Mtihe. 

a) Nach der Sut/ffens^ &ah.en Methode. Nehmen wii' 
zunächst an, dass A und B keinen schwarzen Stein mehr 
haben, C aber, an welchem die Reihe zn ziehen ist, noch 
einen. Dann hat O wegen der 4 weissen Steine und des 
einen schwarzen 4 Fälle für Gewinn und einen Fall fttr Ver- 
lust. Denn wenn C seinen schwarzen Stein zieht, so gewinnt 
A, welcher mir noch weisse Steine besitzt, unbedingt. Aus 
dem gleichen Gi-unde aber hat A vier Fälle fiii- Verlust und 
einen Fall für Gewinn. Für B bleibt keine Hoffnung ttbrig, 
da einem der beiden andern Spieler unbedingt der Gewinn 
zufallen muss. Folglich sind die Hoffnungen von A, B, C 
gleich ^, 0, -f. 

Zweitens nehmen wir au; A bat keinen schwarzen Stein 
mehr übrig, B und C je noch einen. Dann hat B, an 
welchem die Reihe zu ziehen ist, 4 Fälle für Gewinn und 
jeder der beiden andern Spieler ebenso viele Fälle für Ver- 
lust. [63] In einem Falle aber, nämlich wenn B den schwarzen 
Stein zieht, erhalten A und C die Hoffnungen der vorigen 
Annahme. Dies giebt für ,^, B, C die Hoffnungen ^, f, -j^. 
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Drittens nehmen wir an, dass jeder der drei Spieler noch 
einen schwarzen Stein hat. Dann hat A, welcher das Spiel 
wieder aTifzunehmen hat, vier Fälle für Gewinn nnd jeder der 
beiden andern Spieler ehenso viele für Verlust; einen Fall 
aber giebt es, in welchem alle drei Spieler zu den eben ge- 
1 Hoffnungen gelangen. Darans ergeben sieh fflr ihre 
^en die Werthe yI-bi Ai i-|ti «der sie verhalten aich 
zu einander wie 101 : 20 : 4. 

In gleieher Weise wflrde weiter zn imterawchen sein, was den 
Spielern A, B nnd C zukommt, wenn ihnen noch 1, 1, 2; 
1, 2, 2; 2, 2, 2; 2, 2, 3; 2, 3, 3; 3, 3, 3; . . . schwarze 
Steine übrig gebliehen sind, bis wir schliesslich zn dem vor- 
liegenden Falle kämen, in -welchem jeder Spieler 8 schwarze 
Steine besitzt. Da ea aber über alle Maassen langweilig sein 
würde, alle diese einzelnen Sehritte zu thnen, so wül ich 
zeigen, auf welche Weise das Endresultat nnmittelbarer da- 
durch gefunden werden kann, daaa man mir die Hoffnungen 
jener JFälle bestimmt, in welchen die einzelnen Spieler noch 
gleich viele schwai-ze Steine haben. Diese Zahl der schwarzen 
Steine nenne ich c, die der weissen b und die aller a=b-\- c. 

Zunächst sind alle Möglichkeiten zu betrachten, welche ein- 
treten können, wenn jeder Spieler einen Stein von den seinigen 
fortnimmt. Offenbai' ist es mögUoh, dass jeder der drei Spider, 
dass nur zwei derselben, nur einer oder gar keiner einen 
weissen Stein zieht. Dann ist noch zu beachten, wieviele Fälle 
diesen verschiedenen Möglichkeiten entsprechen; diese Zahlen 
ergeben sich auf folgende Weise. Wenn Jemand wettet, 
dMS A, B und C je einen weissen Stein ziehen, so hat er 

die Hoffnung —^ Recht zu bekommen; wettet er, dass zwei der 

Spieler, A und B, oder A und C, oder B und C je einen 
weissen Stein ergreifen und der diitte einen schwarzen, so ist 

seine Hoffnung — ^; wettet er aber, das nur ein Spieler, 

A oder B oder C einen weissen Stein zieht, die übrigen Spieler 

aber schwai'ze, so hat er die Hoffnung — ^; soll aber endlieh 

keinem Spieler ein weisser Stein zufallen , so erhält er die 

Hofftiung -j- (Alle diese Hoffnungen folgen aus dem Znsatze 1 

zu der Regel am Ende der Aufgabe SH, da aie offenbar dieselben 
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sind, als iveuu Jemand bei einer gleiclieii Anzahl von FBIlen 
mit drei Wflrfen etwas dreimal, zweimal, einmal [64] oder gar 
keinmal ei-reielien -wilL) Die Zähler dieser Brnehe bedeuten 
nach dem, was unter dem Buchstaben (J) zur Aufgabe XI be- 
merkt ist, die Zahlen der Fälle, in welchen jedes einzelne 
dieser Resultate eiTeiekt werden kann. 

Drittens mizss man endlich noch beachten, dass nach dem 
WorÜaute der Aufgabe A gewinnen muss, sobald er allein 
oder nnit einem der beiden andern oder mit jedem der beiden 
andern Spieler einen weissen Stein zieht. .8 aber gewinnt, 
wenn er allein oder mit C einen weissen Stein ergreift; C da- 
gegen gewinnt nni', wenn er allein einen weissen Stein zieht. 
So oft es sich aber ereignet, äaäa keiner der drei Spieler einen 
weissen Stein ergreift, kommen sie zu den Hoffuungen, welche 
sie besitzen, wenn jeder einen schwarzen Stein weniger hat. 
Addirt man nun die jedem Spieler günstigen Fälle und die ihm 
ui^nstigen, ao findet man, dass A im Ganzen 6^ 4- 2 b^c + 6c* 
Fälle für Gewinn und ö^c + 2 Sc' Fälle füi' Verlust hat, d^s 
£ aber b^o + Äc* Fälle für Gewinn und ö^ -{- 2 ö'^c + 2 bc^ 
Fälle für Verlust und C schliesslich bc^ Fälle fflr Gewinn und 
Ö' + 3 6^c + 2 äc^ Fälle für Verlust hat. Alle drei Spieler 
aber haben je e* Fälle dafür, dass sie die Hoffnungen erlangen, 
welche einer um 1 niedrigeren Anzahl von schwarzen Steinen 

entsprechen; setzt man diese Hoffnungen gleich — — — -7—7, 

■ — , — , so wird nach Satz III die Hoü'unng 

p ~\- s + i 2? + Ä + / ' 



[Vc + bc')-] +{&" + 26''c+2 5.;')-0 + 
bc"- ■ 1 + {ö= + 3 5^(;-f 2hf-']-a -[- 



C: — 



P±^_±t , 



Läast man den gemeinsamen Nenner fort und multiplicirt 
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1 für die Hoffnungen der 



drei Spider die Verliältnisszahlcn : 



n + n + t 



+i. 



Nachdem diese Frage erledigt ist, kehren wir ; 
unserer Anfgabe ziu-flck nnd nehmen zunächst an, dass jeder 
Spieler noch zwei schwarze Steine hat. Dann ist i =^ 4, 
c ^ 2 (für welche Zahlen die kleinsten theilerfremden Zahlen 
2, 1 geseilt werden können], und da die HoffiiuDgen in dem 
vorhergehenden Falle, in welchem jeder Spieler nur noch einen 
schwarzen Stein hatj sich verhalten wie p:s :t = 101 : 20 : 4, 
also ^ + Ä + ( = 125, 90 ergehen sich nach den obigen 
Formeln für die Hoffnungen der drei Spieler die Terhältniss- 
zahlen 2351, 770, 254. 

Hat jeder Spieler noch drei schwarze Steine, so ist in den 
obigen Formeln i = 4, c = 3; ^ = 235!, « = 770, t= 254 
zu setzen; ea werden dann die Verhältnisse der Hoffnungen 
durch die Zahlen 26851, 11270, 4754 ausgediltcbt. 

In gleicher Weise ergehen sich für die Hoffnungen in den 
Fällen, in welchen jeder der drei Spieler noch vier, fünf, sechs, 
sieben, acht schwarze Steine hat die Verhältniaszahlen '^): 



.4, c = 4, - = 1 

oder durch 9 getheilt 
5 = 4, c = 6, - = 1 

5^4,. = 7,^ = 4 

5 = 4, c = 8, ^ = ^ 



108351, 97020, 47629; 

10S7407, 5ß0940, 322029, 

120823, 65660, 35781; 

532423, 312620, 183957; 

1984423, 1236620, 771957; 

6476548, 4231370, 2708457. 
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Diese letzten ZaMeu aber bestimmeu die in unsprei Aufgabe 
gesucliten Verhältnisse der Hoffmingeii \on A, ß und C. 

ti) Nach meiner Methode die Löanng abzuleiten, mag 
dem Leser überlassen bleiben; der Kürze wegen imterlaaae ich, 
dies hier an thnn. 



Aufgabe. A wettet mit B, dass er aua 40 Spiel- 
barten, von denen je 10 von derselben Farbe sind, 
vier Karten versdiiedener Farbe heranaziehen wird. 
Die Hoffnung des A verhält aich zn der des B wie 
1000 zu 8139. 

Lösung. Man nehme zuerst an, dass schon 'i Karten von 
verschiedener Farbe gezogen sind. Es bleiben also von jeder 
dieser drei Fai'ben 9 Karten flbrig, also von allen drei Farben 
27 Karten und 10 Kai'ten von der vierten Fai'be. A hat 
also beim Ziehen des vierten Kartenbiattes 27 Fälle für Ver- 
lust und 10 für Gewinn; mithin ist seine Hoffnung gleioli \^ 
des Einsatzes. 

Zweitens werde angenommen, dass zwei Karten verschie- 
dener Fai'be gezogen sind, mithin von diesen Farben noch 
18 Karten übrig sind und 20 von den beiden andern Farben. 
Wenn nun A isa dritte Blatt ziehen will, so hat er 18 Falle 
für Verlust und 20 dafür, dass er drei Karoten verschiedener 
Fai-be und dadurch die vorige Hoffnung von |f erhält, was für 
ihn eine Hoffnung von ^^ bedeutet. 

Ist erst eine Karte gezogen, so sind von dieser Farbe noch 
9 Karten übrig und 30 von den andern Farben. Beim zweiten 
Zuge hat also A jetzt 9 Fälle für Vertnat und 30 Fälle, in 
welchen er ein Blatt von andrer Farbe und damit die eben 
gefundene Hoffnung von U§ erhalten kann. Folglich hat er 
die Hoffnung W^. 

Wenn noch gai' kerne Karte gezogen ist, so hat A die 
gleiche Hoffnung, da alle 40 Fälle ihn unbedingt in äie vor- 
her angenommene Lage versetzen. Da mm die Hoffnung des 
Gegners B gleich |-j"ll" i^t, so verhalten sich beider Hoff- 
nungen wie 1000 zu 8139, wie Huygens angegeben hat, 

Die Lösung dieser Aufgabe lässt sich anoh auf anderem 
Wege, mit Hülfe der Combinationslehre finden, wie im dritten 
Theile, nachdem zuvor diese Lelu'e auseinandergesetzt worden 
ist, gezeigt werden wird. 
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[67] IV. 

ÄufgEibe. Nachdem die Spieler A und B, wie zuvor, 
12 Steine, 4 weisse und 8 schwai-ze genommen liahen, 
wettet A mit B, daaa er blindlings 7 Steine, unter 
denen sich drei weisse befinden sollen, ergreifen 
werde. Wie Terhalten sich die Hoffunngen von A und 
B zu einander? 

Diese Aufgabe müssen wir auch für den dritten Tbeil des 
Buches aufsparen, da au ihrer Lösung die Kenntniss der Cojn- 
binaUouslehre erforderlich ist. 



Aufgabe. ^ und ,B haben je 12 Mtinzeu und spielen 
miteinander unter den folgenden Bedingungen: Wenn 
11 Ängen geworfen werden, so giebt A dem B eine 
Münze; werden aber 14 Augen geworfen, so erhält 
A^oaB eine Mtinze. Derjenige, welcher zuerst alle 
Münzen besitzt, hat das Spiel gewonnen. Für das 
Verhältniss der Hoffnungen von A und B findet 
man 244140 625:282 429 536 481. 

Lösung. Unter den mit drei Würfeln möglichen 216 
verschiedenen Würfen befinden sich, wie erstens zu beachten 
ist, 15 Würfe mit 14 Augen und 27 Wtlrfe mit 11 Augen. 
Folghch giebt es 15 Fälle, in denen A von B eine Münze 
erhält, und 27 Fälle, in denen B von A eine Münze bekommt; 
nnithin bleiben noch 174 Fähe itbrig, in denen jeder seine 
Anzahl Münzen und damit die bisherige Hoffnung behält. 

Zweitens ist daran zu denken, dass diese 174 erfolglosen 
Fälle, in denen die Hoffnungen der Spieler unverändert bleiben, 
nach Satz lU Zusatz 4 nicht berttcksiehtigt zu werden brauchen; 
man hat daher hier mit den drei Wltrfeln nur 42 Fälle, von 
denen 15 dem A und 27 dem B eine Münze bringen. 

Drittens ist daran zu erinnern, dass fftr die Zahlen der 
Fälle 42, 15 und 27, da sie einen Factor gemeinsam haben, 
[68) nach Satz HI Zusatz 2 die kleinsten theilerfi-emdcn Zahlen 
14, 5 und 9 gesetzt werden können. Um die Lösung aber 
für den allgemeinen Fall zn geben, setze ich an deren Stelle 
wiederum die Buchstaben a, b und c. 

Nach diesen Bemerkungen gehe ich nun, um die vor- 
liegende Aufgabe zu lösen, in der Weise vor, dasa ich der 
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Eeilie nach frage, welche Hoffnuageu die Spieler haben, wenn 
jeder von ihnen eine Münze, zwei, drei, vier, . . . Munden 
besitzt, und zwar gehe ich so weit, bis ioh durch Induetioa 
anf die Hoffnimgen der Spieler, wenin jeder 12 Mfinzen be- 
sitzt, schlieaseii kann. 

Hat jeder Spieler nnr eine Mduze, so verhält sich offenbai' 
die HoffETiug von A zu der von S wie /> zu c. 

Wenn jeder Spieler zwei Münzen besitzt, ao bewirkt der 
ei^te Wurf, dass A entweder in den Besifa von 3 Münzen 
kommt oder dass ihm nur noch eine verbleibt. Bekommt er 
3 Münzen in seinen Besitz, so hat er b Fülle, alle vier Münzen 
zu erhalten und damit den Einsatz 1 zu gewinnen, und c Fälle, 
in welchen ihm zwei Münzen übrig bleiben, er also zu seiner 
anfanglichen Hoffnung, welche mit z bezeichnet worden sei, 

zurflekkehri; dies giebt also Hat A aber nur eine 

Münze behalten, so hat er !> Fälle, um wieder zwei Münzen 
und damit die Hofflinng z zurück zu erlangen, und c Fälle 

für Verlust des ganzen Spieles; dies macht zusammen — ■ 

Dafür aber, dass A nach dem ersten Wurfe diei Münzen hat, 
giebt es b Fälle, und dass er nur noch eiae Münze hat, 

c Fälle; A hat also anfänglich b Falle für — und c Fälle 

für Folglieh ergiebt sich für seine Hoffnung z die Gleichung: 



folgt; für B bleibt mithin die Hoffnung ^ übrig. Es 

verhalten sich daher beider Hoflnungen wie b^ zu c^. 

Hat jeder Spieler ursprünglich drei Münzen in seinem 
Besitze, so erhält A durch den ersten Wurf entweder noch 
eine vierte Münze zu den seinigen hinzu oder er verliert eine 
derselben und behält nur zwei Münzen übrig; die diesen 
beiden Fällen entsprechenden Hoffnungen seien mit x und y 
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Wenn A in den Besitz von 4 Münzen gdiommen 
ist, so bekommt er selbst entweder [69] von B zuerst dessen 
zwei letzten Münzen und gewinnt den Einsatz 1, woffli' es 
h^ FiUle giebt, oder B erliält von ihm awei Münzen, sodass 
A nui- noch zwei Münzen übrig behält, wofür es c^ Fälle giebt 
(dies folgt aus dem im vorigen Abschnitte Gezeigten in Ver- 
bindung mit der Anmerknng (Jj zu der Aufgabe XI). A hat 
also /j'' Fälle für 1 und c* Fälle für y, woraus sich für ihn die 

Hoffnung -7^ 1- ergiebt; da diese Hoffnung mit x be- 
zeichnet i 



Sind A aber mu' zwei Münzen übrig geblieben, so hat er 
i^ Fälle, nm zwei andere Münzen dazu zu erhalten, alao die 
Hoffiiung :>: wieder zu bekommen, und c^ Fälle, um seine zwei 
Münzen ebeufalla noch zu verlieren nnd mit ihnen zugleich 
den ganzen Einsatz. Daraus ergiebt sieh für diese Hoffnung, 
welche mit y bezeichnet war, die Gleichung: 

Verbindet man diesen Werth mit dem zuerst für y gefundenen, 
so ist ^ =^ 'jij~^' ^"^ welcher Gleichung: 



folgt; für y ergiebt sieh der Werth: 



Jetat erst Itauu man an die Bestimmung der Hoffnungen, welche 
A unä B in dem vorliegenden Falle haben, herangehen. 
Anfänglich hat jeder der Spieler drei Münzen, und es kann 
in ö Fällen geschehen, daaa A nach dem ersten Wurfe von 
B eine Münze nnd damit also die eben berechnete Hoffnung x 
erhält, und in c Fällen, daaa A dem 5 eine Münze geben 
musa und dadurch die Hoffnung y bekommt. Die Hoffnung von 
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- oder, für x und y * 
"p 
ftmdenea Wertlie eingesetzt, ^j— 

für die Hoffnung von B übrig, 
verhalten sich mithin wie f>^ zu c'. 

Da nun gefunden wurde, dass die Hoffnungen von A und 
B sieh wie die Zahlen ö zu n verhalten, wenn jeder Spieler 
eine Münze hat, dass sie aich wie die Quadrate dieser Zahlen 
verhalten, wenn jeder Spieler zwei Münzen besitzt, nnd wie 
die Guben, wenn jeder Spieler drei Münzen hat, so schliessen 
wir durch Induction weiter, dass bei beliebig vielen Münzen 
die Hoffnungen immer im Verhältnisa der Potenzen von ö nnd c 
stehen, deren Exponenten gleich der Anzahl der Münzen ist, 
welche jeder Spieler anfänglich besitzt. [70] Folglieh verhalten 
sich in der vorliegenden ZZwyp'ews'schen Aufgabe, wo jeder 
Spieler 12 Münzen in seinem Besitze hat, die Hoffnungen 
von A und B zu einander, wie 

6'*:c** = 5'^: 9^* = 244140 625 : 282 429 536 481, 

wie Huygens angegeben hatte. 

Dieses Eesultat kann man auch ohne Eechnung folgender- 
maassen finden. Wenn A alle Mtnzen bis auf eine gewonnen 
hat, so hat er b Fälle für Gewinn, und B hat, wenn er alle 
Münzen bis auf eine gewonnen hat, c Fälle für Gewinn. Hat A 
alle Münzen bis auf zwei gewonnen, ao hat er h Fälle, um alle 
Münzen bis auf eiae, d. h. die b vor^en Fälle zu erhalten; er hat 
also b-b = b'^ Fälle für Gewinn; B hat, wenn er sich in der glei- 
chen Lage befindet, c* Fälle für Gewinn. Es giebt also fttr jede 
Münze, welche den Spielern, um zu gewinnen, fehlt, b Fälle 
für A und c Fälle füi- B, in welchen sie zu den Hoffnungen des 
vorhergehenden Falles gelangen können. Wenn nun bei Be- 
ginn des Spieles jeder Spieler 12 Münzen hat und ihm mithin 
noch ebenso viele Münzen, um zu gewinnen, fehlen, so geben 
die zwölften Potenzen von b und c das Verhältniss ihrer Hoff- 
nungen an, genau wie oben gefnnden wurde. 

Derjenige aber, welehem diese Berechnung noch nicht 
evident genug ist, und welcher auch den Inductionsschluss 
nicht als genügenden Beweis ansieht, kann durch ein ähnlich 
abkürzendes Verfahren, wie es Huygens bei der Aufgabe XI 
benutzte, zum Ziele gelai^en, indem er nämlich sofort zu dem 
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Falle von aecta und vou diesem zu dem vou zwölf Münzen 
übergeht, mit Niolittieräcksichtigimg aller dazwiselien liegenden 
Fälle. Aber auch hiereu bedai'f es keiner -weiteren Keeh- 
rning; denn die Eeehnung, welche für die Annahme, daas jeder 
Spieler zwei Münzen besitzt, durchgeführt worden ist, ^t 
auch, wenn an Stelle einer Münze eine beliebige Anzahl, z. B. 
n Münzen und an Stelle von zwei Mflnzen 2« Münzen gesetzt 
werden, wenn nnr statt der Zahlen h und c der Fälle, in 
welchen einer von beiden Spielern eine Münze gewinnt oder 
verliert, die Zahlen der Fälle eingesetzt werden, in welchen 
jener n Münzen gewinnen oder verlieren kann. Von hier 
leitet man dann völlig streng ab, dass das Verhältuiss der 
Hoffnungen, welche die Spieler haben, wenn sie 2n Münzen 
besitzen, gleich dem Quadrate des Verhältnisses ist, welches 
sich ergiebt, -wenn jeder Spieler n Münzen hat. Da nun oben 
im Falle von drei Münzen das Verhältniss der Hofftnmgen 
gleich ö' : c^ gefunden worden ist, so ist es im Falle von 
6 Münzen gleich h^ : c" und folglich weiter im Falle von 
12 Münzen gleich ö** : c'', wie auch diu-ch Indnction geschlossen 
worden war, 

[71] Ich habe so zwar die Hoffnungen der Spieler für 
den Fall ennittelt, daas beide gleich viele Münzen besitzen, 
nicht aber die eines beliebigen Falles, zu welchem sie im 
Verlaufe des Spieles kommen können und in welchem der 
eine mehr, der andere wen^er Münzen besitzt. Auch für das 
Verhältniss dieser Hoffnungen lässt sieh eine at^emeine Formel 
angeben. Ist m die Anzahl der Münzen, welche A besifat, 
lind n die Anzahl der Münzen, welche B hat, ao finde ich, 
daas sich die Hoffiiur^ von A zu der von B verhält wie 
m : ?i, wenn h = c ist, nnd wie 

Da aber der Beweis ") dieser Formeln eine mühsamere Kech- 
nung erfordert, so überlasse ich dem Leser, ihn au führen, 
und wende mich unverzüglich dem zweiten Theile meines 
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Zweiter Theil. 

Fermutationa- und Oombinationslehre. 



[72] Die imendlielie Mannigfaltigkeit, welche sich sowohl 
in den "Werken der Natur als auch in den Handlungen der 
Menschen zeigt, und welche die hervoiTagende Schönheit des 
WeitaUs begründet, kann augenscheinlieh in nichts Anderem 
ihren Gi-nnd haheuj als in der versehi edenartigen Znaammen- 
setziing, Vennischung und Gruppinii^ der einzelnen Theile. 
Da aber die Menge der Dinge, welche zur Hervorbringung 
einer Erscheinung oder eines Ereignisses zusammen wii-kenj oft 
eine so grosse und so verschiedenai-tige ist, dass die Erforschung 
aller Wege, auf welchen Ihre Zusammensetzung oder Ver- 
mischung geschehen, bez. nicht geschehen kann, den gi'össten 
Schwierigkeiten begegnet, so ist es nicht zu verwundern, dass 
selbst die klflgsten und umsichtigsten Menschen in keinen 
Fehler öfter verfallen, als in denjenigen, welcher in der Logik 
die ungentlgeude Aufzählung der Theile genannt wird. 
Daher nehme ich keinen Anstand zu behaupten, [73] dass 
dieser Fehler fast die einzige Quelle von unendlich vielen der 
seh wer wiegen dsffln Iri'thümer ist, welche wir in unseren Üeber- 
legungen, um die Dinge zu erkennen oder zu vei-werthen, täg- 
lich begehen. 

Deshalb ist die Combinatorik genannte Kunst mit vollem 
Eeeht als äusserst nütalieh anzusehen, da sie geeignet ist, 
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diesem Mangel uuaerer sinulieheu Wahrneliiiiung alJKiihelfeii ; 
sie lehrt alle möglicheu Arten, nach welchen mehrere Dinge 
vermiacht, gmppirt und miteinander zusammengesetzt werden 
können, so aufzuzälüen, dass wii sicher sind, keine von ihnen 
ausgelasBen zu haben, welche unserem Vorhaben nützlich ist. 
Obgleich dieses Verfahren zwar in so weit der mathematiaehen 
Specnlation angehört, als ia ihm die Rechnung verwendet wird, 
so ist es doch hinaichtlicb. seines Nutaens rind seiner ünent- 
behiliehkeit ganz universell und so beschaffen, dass ohne das- 
selbe weder die Weisheit des Philosophen, noch die Genauig- 
keit des Historikers, noch die Diagnose des Arztes, noch die 
Klugheit des PoHtikers bestehen kann. Als Ai'gnment hierfür 
sei nur gesagt, dass ihrer aller Thätigkeit auf Vermuthungea 
sich stützt, und dass jede Vermuthnng anf Combinationeii der 
wirkenden Ursachen beruht. 

Daher haben auch einige bedeutende Männer: Schooten, 
Leibniz, Wallis, Prestet^^] sich mit diesem Gegenstande be- 
schäftigt, was wir erwähnen, um der inihllmliehen Annahme 
vorzubeugen, dass alles neu sei, was wir vorzutragen beab- 
sichtigen. Jedoch haben wir auch verschiedene eigene Eesul- 
tate von mcbt zu rmtersehätzender Bedentimg hinzugefügt, so 
besonders den allgemeinen und leiehtverständlichen Beweis 
für ^e Eigenschaften der figurirten Zahlen ; auf diesen, welcher 
unseres Wissen noch voa Niemand vor uns gegeben oder ge- 
funden ist, stützen sich viele weitere Eesultate. 

Da also einerseits noch kein fei't^es System der Combina- 
tor-ik vorhanden ist, und um nicht andererseits das, was wir 
nöthig haben, von anderen Orten entlehnen zu müssen, scheint 
es sich zu empfehlen, ab ovo zu beginnen und die Lehre von 
den ersten Grundlagen an zu entwickeln, damit nichts unbe- 
wiesen bleibt. Dies werden wir kurz und bfindig thun und 
zwai' soweit als es ftlr unser Vorhaben erforderlich erscheint. 
[74] Das erste Kapitel umfasst die Lehre von den Permu- 
tationen; die Kapitel II bis VI enthalten die Lehi-e von den 
Combinationen und die drei letzten Kapitel VII bis IX be- 
handeln Combinalionen in Verbindung mit ihren Permutationen '^j. 
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Kapitel I. 
Permutatioiien. 

Permutationen von Dingen nenne ich die Aendeiungeu, 
durch welche unter Beibehaltung derselben Anzahl von Dingen 
ihie Ordnung und Stellung verachiedentlich vertanacht wird. 

Wenn also darnach gefragt ist, wie oft einige Dinge unter 
einander umgeatellt und vertauscht werden können, so sagt 
man, dass alle Permutationen jener Dinge gesucht werden. 

Peiinutirt werden aher können alle Dinge, mögen sie nnter 
sich aämmtlioh verschieden oder mögen einige von ihnen 
einander gleich aeia, Diea werden wir mit ebenso vielen, 
verschiedenen oder gleichen Buehataben des Alphabeta be- 
Ginem aeigen. 

1. Alle Dinge, welche permutirt werden sollen, 
sind von einander verschieden. 

Da die Anzahl der Permutationen von mehreren Dingen 
nicht gefunden werden kann, wenn nicht zuvor diese Zahlen 
für jede kleinere Anzahl von Dingen beatbnmt worden sind, 
80 muss man bei dieser TJuterauchung offenbar- synthetiach 
vorgehen und mit den allereinfachsten Fällen beginnen. 

Bei einem Dinge oder einem Buchstaben a iat nur eine 
Stellung möglich. 

Von zwei Dingen oder Buchstaben a und ö geht entweder 
a voraus und h folgt, oder geht h voraus und a folgt; es 
giebt daher zwei Anordnungen ah und l>a. 

Drei Buchstaben a, h, c laaaen sieh so anordnen, dass an 
der erateu Stelle entweder a oder b oder c steht. Steht a 
am Anfange, [75] so können die beiden anderen Buchstaben, 
wie wir gesehen haben, auf zweierlei Weise angeordnet wer- 
den; ebenso ist, wenn b am Anfange steht, für die beiden 
andern Buchstaben eine doppelte Anordnung möglich, und das- 
selbe gilt, wenn der dritte Buchstabe c an die erate Stelle 
gesetzt ist. Polglich giebt es für drei Buchstaben insgesammt 
3-2 = 6 Permutationen, uftmlich abc, acb; bac, bca; 
oab, cba. 

Sind vier Buchstaben a, b, o, d gegeben, so kann in 
gleicher Weise jeder derselben die erste Stelle einnehmen, 
während die drei übrigen, wie eben gezeigt worden ist, 
3-2 = 1) mal ihre Eeikenfolge wechseln können. Da nun 
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vier Buchstaben an erster Stelle stehen können, so folgt, <Tasa 
alle yier Buohataben 4-3-2 = 4-6=24 mal unter einander 
vertauscht ■werden können. 

Ans dem gleichen Grunde sind, wenn noch ein fünfter 
Buchstabe e hinzukommt, ftinfmai so viele Aenderungen als 
im vorigen Falle möglieh, also 5 ■ 24 = 120. Allgemein ist 
daher füi' beliebig viele Buchstaben die Permutationazahl um 
SO vielmal grösser als die Anzahl der Pei-mutationen, welche 
aus einer um 1 kleineren Zahl von Buchstaben gebüdet wer- 
den können, als die gegebene Anzahl von Buchstaben Ein- 
heiten enthält. Daraus ergiebt sieh ganz von selbst die 
folgende 



zur Auffindung der Anzahl aUcr Permutationen für eine be- 
liebige Zahl von Dingen: 

Man multiplicire alle ganzen Zahlen von 1 bis zur 
gegebenen Zahl in ihrer natürlichen Reihenfolge in- 
einander; das Produet liefert die gesuchte Anzahl. 

Wenn z, B. die Anzahl der gegebenen Dinge gleich n ist, 
90 ist die Anzahl aller PermutatJonen gleich 1 ■2-3-4-5 . .. n 
oder auch (weil die Einheit nicht multiplicii-t) 2 ■ 3 ■ 4 ■ 5 . . . «, 
wobei die Punkte zwischen 5 und n hier und in allen ähn- 
liehen Fällen die dazwischen liegenden Zahlen andeuten. Für 
M = 7 ist also die Pei-mutationszahl 2-3'4-5-6-7 = 5040. 
Die folgende Tafel giebt die PermutationszaMen bis n = 12: [76] 

Anzahl der Dii^e: 12 3 4 5 6 7 8 

Perrantatioaazahl: 1 2 6 24 120 720 5040 40 320 
Anzahl der Dinge: 9 10 11 12 

Pei-mutationszahl: 362880 3628800 39916S00 479001600. 

2. Einige 1er Dinge, welche permutirt werden 
sollen, sind einander .leich. 

Wenn ein olei mehieie Buchstaben öfter wiederkehren, 
d, h, wenn in der gegel enen Anzahl von Dingen einige ein- 
ander gleich smd z B wenn aaabcd, wo a dreimal auf- 
ti-itt, gegeben ist so ist die Anzahl der Permutationen kleiner. 
Um diese zu finden muss man bedenken, dass, wenn in unserem 
Beispiele alle Buthstiben untereinander verschieden wären, 
z. B. aaa an Stelle \on aaa geschrieben wäi-e, die drei 
Buchataben, ohne dt-js man einen andern Buckstaben umstellte, 
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sechsmal unter sich vei-tauscht werden könnten (nach der 
vorigen Regel), wodurch sich eben so viele verachiedene Per- 
mutationen ergeben würden, Hier aber, wo die drei Buch- 
atahen gleich sind, fflhi-en die sechs Permutafiouen von aaa 
keine Veränderung in der Eeihenfo^e aller Buchstaben herbei 
und sind daher för eine einzige zu zählen. Da man nun bei 
jeder Anordnung der Buchstaben den gleichen Schluss machen 
muss, 80 folgt, daas die Permutationazahl aeohamal — d. i. 
sovielmal als die gleichen Dinge unter sich permutirt werden 
können — kleiner ist als die Zahl der Permutationen, welche 
die gegebenen Dinge mit eLuander bilden wurden, wenn sie 
sämmtlich von einander verschieden wären. Bei secha ver- 
schiedenen Bnehataben sind 7-20 Permutationen möglieh, folg- 
lich sind hier, wo drei von ihnen einander gleich sind, 120 
Permutationen vorhanden. 

Sind ferner die sechs Buchstaben aaabbc gegeben, wo 
ausser dem ersten dreimal wiederkehrenden Buchstaben a noch 
der zweite Buchstabe b zweimal vorkommt, so muss, wie so- 
fort einleuchtet, die Permutationazahl noch um die Hälfte 
kleiner, als im vorhergehenden Falle, und mithin gleich 60 
sein. Denn je zwei Permntationen , [77] welche durch Ver- 
tauschung der zwei Buchataben 6i, wenn sie verschieden 
wären, aus einander entstehen wurden, fallen jetzt in eine 
zusammen. In gleicher Weise kann man schliessen, dass, 
wenn noch mehrere Buchstaben Öfter sich wiederholen, die 
Permutationszahl durch die Zahlen getheilt werden muaa, welche 
angeben, wie oft diese gleichen Buchstaben einzeln unter sich 
permutirt werden können. Daraus einlebt aieh die 



zui' Auffindung der Permutationszahl, wenn einige Dinge 
gleich sind: 

Die Anzahl der Permutationen, welche die ge- 
gebenen Dinge, wenn aie aämmtlieh von einander 
verschieden wären, zulassen würden, theile man 
durch alle Permutationszahlen, welche zu den 
einzelnen Grnppen der mehrfach vorkommenden 
Dinge gehören. 

Die Lehre von den Permutationen ist wichtig, um die Anzahl 
der möglichen Umstellungen der Ruchstaben (der aog. Äiia- 
gramme'^'')) irgend eineaWortea zu bestimmen. So lassen z.B. die 
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Biicli^tabfiu il«^ Woites Roma nach der ersten Regel 1 ■2'3-4 
= 24 Umstellungen zu, da die vier Buchstaben verschieden 
von einandei sind, dagegen sind in dem Worte Leopoldus 
362 8811 , . , „ ,. 362 880 

— — _— ^ 90 720 und m dem Worte Studiosus — — — 

= 30 240 Umstellungen der Buchstaben möglich nach der 
zweiten Regel, da in dem ersten Worte die Buchstaben l nnd 
doppelt, in dem zweiten Worte ti zweimal und s dreimal 
vorkommen. 

Hierher gehören auch einige Verse, welche wegen der 
vielfachen Abänderungen, welche sie zulassen, Proteus-Verse 
genannt werden, und unter denen die von Lansius, Scaliger, 
ßauhusius 1') berühmt geworden sind. Thomas Lansius ver- 
danken wir das folgende Distichon: 

Lex, Rex, Grex, Ees, Spes, Jus, Thus, Sa!, 8ol, [bona] Lux, Laus: 
Mara, Mors, Sors, Lia, Vis, 8fjx, Pus, Nox, Faes, (mala) Gras, Fraus ; 

[78] in jedem der beiden Verse können die elf einsilbigen 
Wörter (die zweisilbigen Wörter bona und mala müssen 
immer im fünften Versfnsse stehen) 39916800 mal umgestellt 
werden, ohne die Gesetze der Metrik zu rerletaen. Bei anderen 
Versen geschieht es zwai', dass sehr viele der Umstellungen gegen 
die Gesetze der Metrik Verstössen oder keinen Sinn ergeben, 
aber meistens lassen sich dann mit geringer Mühe die brauch- 
baren Umstellungen von den unbrauchbaren trennen und lässt 
sieh die Anzahl der ersteren flli sich bestimmen, wenn man 
bei ihrer Aufsuchung nui' eine bestimmte Reihenfolge iune 
hält. Dies kann man an dem fo%enden Hexameter sehen: 

Tot Tibi sunt dotes, Virgo, quot sidera coelo, 

welchen der Jesuit Bernhard Baithusius aus Löwen zum Lobe 
der Mutter Guttes erdacht hat und welchen mehrere ausgezeich- 
nete Männer einer eigenen Untei'suehung werth erachtet haben. 
Eryqius Puteanus zählt in seinem Schriftohen sThaumata 
Pietatis* (Wunder der Frömm^keit) die brauchbaren Ab- 
änderungen auf vollen 48 Seiten auf und bringt ihre Zahl mit 
der Zahl der Sterne, welche mau gewöhnlicii gleich 1022 an- 
nimmt, in Ueberelnstimmung, indem er aorgfallig die üm- 
atellungen weglässt, welche aussagen, dfws es so viele Sterne 
am Himmel giebt, als Maria Gaben besifat, da ihrer weit 
mehr seien als Sterne. Diese Zahl 1022 hat dann Gerhard 
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Vossius von Ptiteanus in sein Werk »De scieatiis matlie- 
maticis (Kap, 7) (IberrLommen. Der franzöaiselie Mathematiker 
Prestet giebt m der ersten Änsgahe äeiner sEleroens des 
Mathematiqnea« (S. 348) die Zahl der branclibaren Um- 
stellungeü dieses Proteus-Yerses auf 2196 aa, welcbe Zabl er 
naeb einer Revision in der zweiten Ausgabe seines Werkes 
(Band I, S. 133) fast um die Hälfte gi'öaaer, nämlich gleich 
3276 angiebt. Pleissige Leser der »Acta Erud. Lipsiae.« 
(Juni 1686) bestimmen bei der Besprechung von Wallis' 
»treatiae of algebra<t die fragliche Zahl (welche Wallis 
zu bestimmen nicht unternommen hatte] auf 2580. Wallis 
selbst hat später in der lateinischen Bearbeitung aeinea Buches 
[Opera, Band U, S. 494. Oxford 1693} für diese Zahl den 
Werth 3096 augegeben. Aber alle diese Angaben sind falsch, 
und man muas sich mit Recht wundem, dass so viele scharf- 
denkende Männer, auch trotz wiederholter Prüfung, sich in 
einer so leichten Frage getäuscht haben. Ans meiner Unter- 
suchung finde ich, dasa dieser Vers von Bauhusius, nach 
Auaschlnsa der spondeischen Verse, aber mit Zulassung der 
Verse, welche keine Oäsni haben, im ganzen 331.2 "Umstellmigeu 
znl^st, ohne dass die Gesetze der Metrik verletzt werden, 
nrde aber zu weitlänfig sein, dies hier näher zn be- 
, und sich auch mit dem Zwecke dieses Buches nicht 
vertragen*). 



[83] Kapitel II. 

Voll den Conibiiiatioueii im Allgemeineii; 

Coiiibhiatiouen ohne Wiederholung an allen Classen 

zusammen. 

Oombinationen von Dingen sind Verbindungen solcher 
Art, dass ans einer gegebenen Anzahl von Dingen einige 
herausgenommen nnd mit einander verbunden werden, ohne 
dass ihre Ordnung und Stellung irgendwie bei-ilcksichUgt wird. 

Wenn also darnach gefragt ist, wie oft aus einer ge- 
gebenen Anzahl von Dingen je zwei oder je drei oder je 
vier oder . . . abgesondert werden können, ohne dass in einer 
Verbindung ein Ding Öfter als einmal genommen wird, so 
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sagt man d'iaa ille mogliclipii CombinitioiiLii jenei Diuge ge- 
sucht weiden 

Die Zahl Wökhfl angiebt ^leiiels dei tcegebfiiPii Dinge 
mit Pintndei veibimdeii -weiden sollen heiait die Classe 
dei Comhmation'sj Wenn also zwei Dinge genommen werden, 
ao itt die Claaae 2 bei diei Dingen i^t die Claaae 3, 
bei viel Dingen 4, und ao foit Die zu die-ien Classen 
gebildeten Verbindungen der Dmge nennt man Bmarien, 
Ternarien, Quarternarien, u, a. w. oder Binionen, Ter- 
nionen, Qiiaternionen, n. a. w. ; entspreohend redet man 
Yon "Unionen oder Unitates, wenn die Dinge einzeln ge- 
nommen werden, imd von Nullionen, wenn man gar kein 
Ding nimmt. 

Die Verbittdungen selbst nennen einige Sebiiftsteller auch 
Combinationen, Conternatiouen, Conquaternationen, 
u. 8. w., welche man allgemein unter dem eiaen "Worte Com- 
binationen ziiaammenaufassen pflegt, wenn achon dieses Wort 
in strengem Sinne niu' jene Verbindungen bezeichnet, in welchen 
nui- zwei DiDge mit einander verbunden sind. Deshalb wollen 
andere Schriftateller lieber das allgemeinere "Wort Compli- 
cation oder Complexion angewendet wiasen; noch andere 
aagen passender Eleetionen, worunter sie auch die Fälle 
einbegreifen, dass ein oder gar kein Ding herausgenommen wird. 
Die Dinge aber, welche mit einander combinirt werden 
sollen, können entweder aämmtlich von einander verschieden 
oder theilweiae einander gleich sein; sie sollen entweder so 
combinirt werden, dass in keiner Combiuation ein und daa- 
selbe Ding Öfter enthalten iat, als es in der gesammten Zahl 
der gegebenen Dii^e vorkommt, oder so, dass in derselben 
Combination ein Ding auch öfter wiederkehrt, d. h. dass es 
auch mit sich selbst combinirt werden kann. Ferner kann 
nach der Zahl der Combinationen [83] entweder zu allen 
Classen zusammen oder zu jedei einzelnen allein gefragt 
werden. Weiter können für jede einzelne die=*er Combinations- 
arten mehrere Fragen aufgewoiten nud Aufgaben geatellt 
werden; wir werden von ihnen ^bei nni lene bertihren, welche 
im Folgenden ftti' uns von Bedeutung sind 

Wenn alle zu combinii enden Dinge von ein- 
ander verachieden sind nnd in keiner Combina- 
tion ein und daaaelbe Ding zweimal vorkommen 
darf, so sind alle Combinationen zn allen Classen 
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Es sollen die Buelistalten a, h, c, d, e, . . . iiuf alle 
Arten (oline Wiederholung) combiniit werden. Hierzu bildet 
man sich ebenso viele Zeilen, als Buchataben vorhanden sind, 
in folgender Weise: 

In die erste Zeile schreibt man den Buchstaben a allein. 

In die zweite Zeile sehreibt man zuerst b allein, dann mit 
« verbmiden, sodass man ab oder ba hat. Da die Eeihen- 
fol^e der Buchstaben unberücksicht^t bleibt, so zählen die 
beiden Verbindungen ab und ba ftlr eine einzige. 

In die dritte Zeile schreibt man erst c aUein, dann in 
Verbindung mit a und b, sodass die Binionen ac und bo ent- 
stehen, und schliesslich in Verbindung mit der Binion «A, so- 
dass die Temion ahc sich ergiebt 

In der vierten Zeile setzt man d allein au die erste Stelle, 
dann d in Verbindung mit jedem einzelnen vorhergehenden Bneh- 
stahen a, b, c, dann d in Verbindung mit jeder der Binionen 
ab, ac, bc und schliesslich in Verbindung mit der Ternion 
abc ; es entstehen so die nenen Binionen ad, bd, cd, die 
Ternionen abd, acd, hcd und die Quateniion abcd. 

h, ab; 

c, ac, bc, abc; 

d, ad, bd, od, abd, acd, hcd, ahcd^, 

(e, ae, he, ce, de, abe, ace, boe, ade, bde, cde, 
\ abce, abde, acde, bcde, abcde. 

In gleicher Weise bildet man die fünfte Zeüe, welche mit 
dem Buchstaben e allein beginnt und dann e in Verbindung 
mit sämmtüchen Combinationen der früheren Zeilen enthält. 
Auf dieselbe Weise tähit man fort, wenn noch mehr Buch- 
staben gegeben sind. [84] Dieses Verfahren zeigt völlig deut- 
lich, dass die gegehenen Buchstaben in jenen Zeilen auf alle 
möglichen Arten unter einander verknüpft sind und dass es 
keine Gombination gieht, welche sieb nicht in einer der Zeilen 
vorfindet, dass aber auch keiue doppelt vorkommt. Alle 
Zeilen zusammen bieten mithin särumtiiche möglichen Combi- 
nationen dar, welche von den gegebenen Buchstaben gebildet 
werden können. 

Die Anzahl alier dieser Combinationen aber findet man 
leicht, wenn man beachtet, dass in jeder beliehigen Zeile eine 
Combiuatiön mehr auftritt als in sämmtlichen vorhergehenden 
Zeilen znsammengenommen ; denn der Buchatahe, mit welchem 



y Google 



Wahrsoheinlichkeitsreolinniig {Ars oonjeotandi). 85 

die Zeile beginnt, tritt zuerst allein auf nnd dann in Ver- 
bindi\üg mit allen Combinationen der vorhergehenden Zeilen. 
Darana folgt, daas, weil in der ersten Zeile eine Combiuation 
steht, in der zweiten Zeile zwei Combinationen stehen, in der 
dritten 4 , in der vierten 8 , und so fortsehreifencl in geo- 
metrischer Progression mit dem Quotienten 2. Es ist ja be- 
kannt, dass die geometrische Reihe mit dem Quotienten 2 und 
dem Anfaugsgliede 1 die Eigenschaft hat, daas die Summe 
beliebig vieler ihrer Glieder vermehii nm 1 gleich dem folgen- 
den Gliede ist. Nun ist die Summe der Combinationen aller 
Zeilen gleich der Summe ebenso vieler G-lieder der genannten 
geometrischen Reihe, d. h. nach der eben erwähnten Eigen- 
schaft gleich dem folgenden Gliede dieser Reihe vermindert 
nm 1; ^eses folgende Glied ist aber gleich dem Produete 
so vieler' Zweien, als ihm Glieder in der Eeihe vorangehen, 
d. h. als die gesuchten Combinationen Zeilen bilden. Daraus 
entspringt die folgende 



j der Anzahl aller Combinationen, welche 
gegebene Dinge zn allen Claaaen bilden: 

Man mnltiplicire die Zahl 2 so oft in sich selbst, 
als die Anzahl der gegebenen Dinge angiebt, und 
snbtrahire davon 1; die Differenz ist die gesuchte 
Zahl. 

Sind also n Dinge gegeben, so ist die Anzahl aller Com- 
binationen zusammen, d. h. aller Unionen, Binionen, Ternionen 
u. s. w. gleich 2" — 1. Nimmt man noch die Nullion hinzu, 
das ist die Oombination, in welche keines der gegebenen 
Dinge aufgenommen wird nud welche bei jeder beliebigen 
Anzahl von Dingen mu" einmal vorhanden ist nnd sein kann, 
[8ö] so wii'd jene Zahl gleich 2'*, Wenn man aber die Mnllion 
nnd alle Unionen, deren Anzahl gleich der Zahl der jeweils 
gegebenen Dinge ist, foi-tläsat, so ergiebt sich die Anzahl der 
Binionen, Ternionen und der übrigen Complexlonen gleich 
2" — w— 1. Z. B. ist die Anzahl aller verschiedenen Con- 
jnnetionen oder Complicafionen der sieben Planeten gleich 
2' — 1 = 127. Nimmt man davon die sieben Electionen weg, 
welche mu' je einen Planeten enthalten nnd eigentlieh keine 
Conjunctionen, sondern Disjunctionen der Planeten sind, so ist 
die Anzahl aller öbiigen eigentlichen Conjunctionen, welche 
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je Bwsi, je drei, u. a. w., sclilieaalicli alle sieben Pianeten 
mit einander verbinden, gleich 2' — 7 — 1 = 120. So können 
die zwölf sogenannten Register oder ordiuea fistularum an der 
Orgel, durch welche der Ton bald pfeifend, bald tremolirend 
oder anderswie modifieirt wird, auf 2*° — 1 = 4095 ver- 
schiedene Weisen mit einander combinirt gezogen werden. 

Bemerkung. Weua man die Zeilen der Combiaationen 
in der obigen Tafel genau betrachtet, so bemerkt man, dass 
in jeder Zeile (mit Ausnahme der ersten, welche nur die eine 
Union a enthält) die Zahl der Combinationen zu geraden 
Classen gleich der zu ungeraden ist. Nachdem man diese 
Wahrnehmiuig fflr einige der ersten Zeilen als richtig er- 
kannt hat, schliesst man, dass sie auch für die nächstfolgende 
Zeile noch richtig ist. Denn verbindet man den Bnohstaben, 
mit welchem diese Zeile beginnt, einerseits mit den Comhinar 
tionen zu ungeraden Classen und andererseits mit den Com- 
binationen zu geraden Classen aller vorangehenden Zeilen 
(einschl. der erateu), so erhält man die Combinationen zu un- 
geraden, bez. zu geraden Classen der folgenden Zeile; zu 
den ersteren hat man nun noch die Union a selbst hinzuzu- 
nehmen. Dann ist offenbar auch in dieser Zeile die Zahl 
der Combinationen zu ungeraden Classen gleich der zu geraden. 
In allen Zeilen zusammen übertrifft aber die erstere Zahl die 
letztere um 1 ; beide Zahlen sind einander gleich, wenn noch 
die Nullion htuzugenommcn wird. Da nun die Anzahl aller 
Combinationen (einschl. der Hullion) gleich 2" ist, so giebt 
die Hälfte derselben, d. i. 2""^ die Anzahl aller Combina- 
tionen zu ungeraden Classen und, wenn man die Nulüon 
wieder fortläast, 2"~' — l die Anzahl aller Combinationen zu 
geraden Classen. Dies wird auch weiter unten in dem Zu- 
satz 6 zu Kapitel IV gezeigt werden. 



[86] Kapitel IIT. 

Combiiiiitioiicii (oliiic Wiederholung) zu hestimmteu 

Classen; 
flgnrirte Zalilen und. ihre Eigenschaften. 

Aus der Combinationstafel im vorigen Kapitel ist deutlich 
zu erkennen, dass der Buchstabe, mit welchem eine Zeile be- 
ginnt, die sämmtlichen Binioneu derselben liefert, wenn man 
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ilin mit den Unionen aller vorangehenden Zeilen verbindet; 
daas er in Verbindnng mit den Binionen, Ternionen, n. s. w. 
der vorangehenden Zeilen die Teraionen, Qnateinionen, u. S. w. 
seiner Zeile ergiebt. Folglich ist in einer beliebigen Zeile 
die Anzahl der Binionen gleich der Summe der Unionen, die 
Anzahl der Ternionen gleich der Summe der Binionen, die 
Anzahl der Quaternionen gleich der Summe der Temionen in 
allen früheren Zeilen, u. a. w. ; allgemein ist die Anzahl der 
Comhinationen zu einer bestimmten Classe in irgend einer 
Zelle gleich der Summe der Oombinationen zu der um 1 nie- 
drigeren Classe in allen früheren Zeilen. Daraus folgt: 

Die Unionen, von welchen in jeder Zeile nni' eine vor- 
kommt, bilden die Eeihe 1, 1, 1, 1, \, ... oder die Reihe 
der Einheiten, 

Billionen giebt es in der ersten Zeile keine, in der zweiten 
eine, in der dritten 1 + 1 = 2, in der vierten 1 -J- 1 -|- 1 ^ 3, 
in der fünften 1 + 1-^-1 + 1=4, u. s. w. Alle Binionen 
zusammen bilden daher die Reihe 0, 1, 2, 3, 4, . . ., d. i. die 
Eeihe der natürlichen Zahlen. 

Temionen giebt es in der ersten und zweiten Zeile keine, 
in der diitten Zeile eine, in der vierten 1+2 = 3, in der 
ttlntten 1+2 + 3 = 6, in der sechsten 1 + 2 + 3 + 4 = 10, 
u s w AUe Ternionen zusammen bilden die Zahlenreihe 
0, l, ^, 6, 10, 15, . . ., d. i. die Reihe der sogenannten 
DreiPckszalilen. 

Quaternionen giebt es in den ersten drei Reihen keine, 
in der vierten eine, in der fünften 1+3^4, in der aeeiiaten 
1 + 3 + 6 = 10, in der siebenten 1+3 + 6+10 = 20, 
u. 9. w. AUe diese Zahlen bilden zusammen die Reihe 
0, 0, 0, 1, 4, 10, 20, . . ., d. i, die Eeihe der Viereck szahlen. 

[87] In gleicher Weise bestimmen die Quinionen die 
Reihe der Ftlnfeekszahlen 0, 0, 0, Ü, 1, 5, 15, 35, .. ., die 
Senionen die Reihe der Sechs eckszahlen 0, 0, 0,0, 0, 1, 6, 21,,,,; 
und andere Oombinationen zu höheren Classen liefern weitere 
Reihen figuvirter Zahlen immer höheren Grades, bis in's 
Unendliche. 

So sind wir bei Gelegenheit der Combinationslehre un- 
vermnthet zur Betraehtung der flguiirten Zahlen geflihi't worden; 
mit diesem Namen werden allgemein alle Zahlen bezeichnet, 
welche durch fortgesetzte Addition der natürlichen Zahlen 
und der auf diese Weise entstandenen erzengt werden. 
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Damit aber diese KeiLen der figunrlen Zahleu auf einen 
Blick ilberselien werden können UEd das, was Über aie noch 
zu sagen ist, nm so leichter verstanden werden kann, habe 
ich die folgende Tafel eingefügt, welche man ohne Miihe be- 
liebig weit nach unten und nach rechts fortsetzen kann. Die 
arabischen Zahlen am linken Kande. der Tafel bezeichnen die 
Horizontalreihen fZeilen) nnd zugleich die Anzahl der zu 
combinlrenden Dinge, während die römischen Zahlen am 
oberen Rande die Vertikalreihen (Columnen) nnd zugleich die 
Olassen der Oombinationen angeben. Die erste Colnmne 
enthält die Reihe der Einheiten, die zweite die Reihe der 
natürlichen Zahlen beginnend mit einer Null, die dritte die 
Reihe der Dreieckszalilen beginnend mit zwei Nullen, imd 
so fort. 



ToJ^el der ßguTirten Zahlen 
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[88] Diese Tafel besitat ganz ausgezeichnete und wunder- 
bare Eigenschaften. Denn abgesehen von dem Geheimniss der 
Oombinationen, welches wh' schon an der Hand der fi-fiheren 
Tafel eutMUt haben, liegen, wie den mit der Mathematik ein- 
gehender Vertrauten bekannt ist, auch vorzllgliche Geheimnisse 
der ganzen llbrigen Mathematik in ihr verborgen. Wir werden 
einige dieser Eigenschaften hier besprechen und zwai' vor- 
nehmlich jene, welche unserem Zwecke, sti'enge Beweise führen 
zu können, dienhch sind; die Itbrigen Eigenschaften können 
eatweder aus diesen abgeleitet werden oder sind aus der 



y Google 



WahrBcheinlichkeitsrechnung (Ära cönjectaDdi). 

ConstiTietion der Tafel und aus der Entstelmagsweii 
flgurirten Zahlen deuÜich erkennbar. 



Wunderbare Eigenschaftßu der Tafel der ßgurirten 
Zahlen. 

1. Die zweite Coiumne beginnt mit einer Nnll, die dritte 
mit 2, die vierte mit 'A, und allgemeLn die c'" Coiumne mit 
c — 1 Nullen, 

2. Die ersten, zweiten, dritten, . . . von NuU verschiedenen 
Glieder der Columnen, von links oben schräg nach rechts 
unten absteigend genommen, ergeben bez, die Zahlen der 
ersten, zweiten, dritten, . . . Coiumne, d. h. die Reihe der 
Einheiten, der natflrliclien Zahlen, der Dreieekszahlen, . . . 

3. Das anf die Eins folgende Glied jeder Coiumne ist 
gleich der Nummer derselben. 

4. Jedes Glied der Tafel ist gleich der Summe aller früheren 
Glieder der vorhergehenden Colnmne. 

5. Jedes beliebige Glied ist gleich der Summe des darüber- 
stehenden [89] nnd des diesem links benachbarten Gliedes der 
unmittelbar vorangehenden Zeile. 

6. Die Glieder jeder Hörizontalreihe wachsen von 1 an 
bis zu einem gewissen grössten Werthe, von welchem ans sie 
in dei-selben Weise wieder abnehmen. Dieselbe Eigenschaft 
besitzen die Summen gleich weit genommener Vertitalreihen, 
da diese nach (4) gleich den Gliedern der folgenden Horizontal- 
reihe sind. 

7. Die Glieder irgend einer Zeile sind unter sich in der 
Weise gleich, dass das erste und das letzte von Null ver- 
schiedene Glied, das aweite und das vorletzte Glied, das dritte 
und das drittletzte Glied, und so fort (wenn die Zeile aus 
noch mehr von NnU verschiedenen Gliedern besteht) mit ein- 
ander übereinstimmen. 

8. Nimmt man eine beliebige Anzahl aufeinanderfolgender 
Columnen (von der ersten an) und in gleicher Weise ebenso 
viele Zeilen, und summir-t man dann die Glieder jeder Coiumne, 
so ist die erste Summe gleich der vorletzten, die zweite gleich 
der drittletzten, die dritte gleich der- viertletzten, u. s. w. 
Denn es geben diese Summen die Glieder der folgenden Zeile mit 
Ausschluss des ersteuGliedes[veigl. Eigenschaft (4) und{7)]. Z.B. 
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alao die Glieder der aechsten Zeile, anssebliesslioh des ersten. 
9. Die Zeilen geben der Reibe nach die Coefficienten aller 



Potenzen der binomischen Entwiekelnug 
dass die zweite Zeile die Coefficienten der 
Binoms j die dritte Zeile die Coefficienten 
di'atea, die vierte Zeile die Coefficienten I , 



3, 3 



der Weise 
, Potenz eines 
1 des Qua- 
1 des Cubus, 



10. Die Summen der Glieder einer Zeile sind gleicb den 
aufeinanderfolgenden Potenzen von 2 ; diese Summen von An- 
fang an wieder summü't geben die um 1 verminderten Potenzen 
von 2. Z. B. [90] 

1 = 1, 1 + 1 — 2, 1 + 2+1 = 4=2% 

1 = 2 — 1, 1 + 2 = 2^—1, 1 + 2 + 4 = 2^—1, 
1 + 3 + 3 + 1 = S =2% .. . 
1 + 2 + 4 + 8 = 2''— 1, ... 
Daraus folgt wieder das im vorigen Kapitel Itber die Com- 
binationen zu allen Clasaen Gesagte. 

11. Dividirt man die Glieder einer beliebigen Columne 
(mit dem Gliede 1 oder der ibm vorhergehenden Null be- 
gonnen) bez. durch die Glieder der vorhergebenden Columne 
(mit 1 angefangen), so erhält man die Glieder einer arithme- 
tischen Eeibe, deren Differenz ein Brucb mit dem Zähler 1 
und mit der Kummer [oder dem zweiten Gliede) der dividiren- 
den Columne als Nenner ist. Z. B. 



Divisor 


Dividend 


Quotient 


Divisor 


Dividend 


Quotient 


1 


1 


i 


1 












^ 




1 


i 




10 




6 


i 




10 
15 


20 
35 


1 


10 
15 


10 
20 


1 



Diese Eigenschaft läsat sieb, wenn 
folgenden ableiten. 



ötbig, leicht aus der 
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12. In einer beliebigen Colnmne verhält sieb die Snmme 
einer beliebigen Anzabl von Gliedern, angefangen mit den 
zugehörigen Knllen, zur Snmme ebenäovieler, dem letzten 
gleichen Glieder wie 1 zur Ordnungszalil der Colnmne; d. h. 
die Snmme beliebig vieler natürlichen Zahlen, deren Colnmne 
mit einer Null beginnt, verhält sich znr Summe ebensovieler, 
dei' grösaten gleichen Zahlen wie 1 zu 2; die Siunme beliebig 
vieler Dreieckszahlen, welche mit zwei Nullen be^nen, ver- 
hält sieh zur- Summe ebensovieler, der letzten gleichen Zahlen 
wie 1 zu 3, u. S, w. Dasselbe gilt in irgend einer Coiumne 
för das Verhältniaa zwischen der Snmme einer beliebigen An- 
zahl von Gliedern, angefangen mit dem Gliede 1, und dei' 
Summe ebensovieler, dem auf das hücliste folgenden gleichen 
Glieder. [91] 







u iU 
IU 


1 5G 


1 3 

2 3 


2 5 

3 5 

4 5 


1 10 
4 10 
10 10 


10 ÖS 
20 5G 
35 56 


6:12 = 1:2 


1I):2I) = 1:2 


15:60 = 1:4 


70:280=1:4 



Da diese Eigenschaft der figuilrten Zahlen von allen die 
wichtigste und angleich die för unsere Zwecke nützlichste ist, 
so halte ich ea für angebracht, hier das Verfahren zu ent^ 
wickeln, diu'ch welohea ieh eine wissenachaftliche nnd zugleich 
weittragende Begründung dieser Eigenschaft erhalte. Zu dem 
Zwecke schicke ich die folgenden Hülfaaätee voraus. 

Hlllfssatz 1. Die Summe beliebig vieler Glieder der 
ersten Colnmne ist gleich der Snmme ebenso vieler, dem 
letzten gleichen Glieder, oder beide Summen verhalten sich 
zu einander wie 1 zu 1. 

Beweis, Da die Coiumne ana lauter Einheiten besteht, 
so ist die Summe beliebig vieler Glieder gleich der Snmme 
ebensovieler Einheiten, d. h. sovieler Glieder, welche dem 
letzten Gliede gleich sind, als Glieder genommen worden sind. 

Hftlfssatz 2. Addii-t man in irgend einer Coiumne so- 
viele Glieder, angefangen mit den zi^ehöiigen Nullen, zu 
einander als die Ordnungszahl der Coiumne angiebt, so ver- 
hält sich diese Summe zur Summe ebensovieler, dem leisten 
gleichen Glieder wie 1 zur Oi-dnnngszahl der Coiumne. 
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Beweis. Kaeh (ler Eigeuachaft (L) ist die Anzatl der 
Nullen in irgend einer Columne gleich ihrer um 1 verkleiner- 
ten Ordnm^szahl ; das auf die Nullen unmittelbar folgende 
Glied ist 1, nach Eigenschaft (2). [92] Die Summe aller hier 
zu nehmenden Glieder ist daher gleich 1 , und die Summe 
ebenso vieler, dem lefaten gleichen Glieder gleich der Ord- 
nungszahl der Columne, woraus nnmittelhar die Behaup- 
tung folgt. 

HülfsBatz 3. Wenn in einer beliebten Colnmne die 
Snmme beliebig vieler Glieder, mit dem ersten angefangen, 
zur Summe ebensovieler Glieder, welche sämmtlieh dem lefaten 
gleich sind, stets dasselbe Verhältniss z. B. 1 zu *■ hat — 
wieviele Glieder auch genommen werden mögen'*) — ■, so ver- 
hält sich das vorletzte zum letzten der genommenen Glieder 
wie die Zahl dieser Glieder vermindert um r zur gleichen Zahl 
venniudert nm 1. 

Beweis. Es seien, mit dem ersten angefallen, beliebig 
viele Glieder a, b, c, d genommen, deren Anzahl gleich n 
sei, und es bezeichne c das vorletzte, d das letzte Glied. 
Nun ist stets 

a-\-?> + c = a + b+c + d — d, 

d. h. nach der Voraussetzung: 

und nach Fortschaffung des Nenners: 

Hieraus folgt: 

o: d={n — r]:{n— 1). W. z. b. w. 

HtilfsBatz 4. Wenn in einer beliehigeii Columne die 
Snmme beliebig vieler Glieder, mit dem ersten angefangen, 
zur Summe ebenso vieler, dem letzten gleichen Glieder ein 
eoustantes Verhältniss I zu r hat, und wenn in der nächst- 
folgenden Colnmne die Summe einer bestimmten Anzahl 
von Gliedern, ebenfalls mit dem ersten angefangen, zur Summe 
ebenso vieler, dem letzten gleichen Glieder das constante Ver- 
hältniss l zu »■ -|- 1 hat, so hat, wenn man noch das nächsl^ 
folgende Glied hinzunimmt, die Summe aller Glieder,, vom 
ersten bis zu diesem neu hinzngenommenen einschheaalich, zur 
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Summe ebenso vieler, dem hinzugefügten gleielien Glieder eben- 
falls das VerhältEiss 1 zu ?■ + 1. 

Beweia. Aus der letzteren Columne seien, mit dem 
ereteu GHede derselben angefangen, die Glieder e, f, y, h, 
auf welche i als nächstes Glied folgt, gegeben; aus der vor- 
hergehenden Columne werde die gleiche Anzahl von Gliedern 
ß, 6, c, 4 genommen; in beiden FäUen sei die Anzahl der 
Glieder gleich n. Dann ist: 

rA = r(ffl4-6 + e) [nach Eigenschaft (i)] 
= (w — l]c [nach Vor.] 
^ {n — r) d [jiaeh Hülfssate 3], 
folglich 

[n~r):h = r:d=zn:{a+b-\-c-\-d) [nach Vor,] 
= n : i [nach Eigenschaft (4)]. 
Daraus folgt weiter: 

{n -r)i^nh = {r+ i.) (e -^ f + + ^ [i^ch Vor.] ". . 
und mithin verhält sich 

(»-r):(>-+I) = (.+/+<, + 4):i 
Weiter ergiebt sich dann leicht: 

[n+l):{r+l) = [e+f+<j + h + i]:i 
oder 

le+/+? + A + *):(«+l)'-l :{r-hl), W, z. b. w. 

Als ich einst meinem Bruder diese Sälae mitgetheilt hatte, 
bemerkte er, dass der Beweis [93] in eleganter Weise abge- 
kürzt werden könne, wenn man die lefaten drei Hülfssätze in 
den folgenden einen Hfilfssatz zusammenfaast: 

Hüifasatz 5. Wenn in rrgend einer Columne der Tafel 
der figm'Lrten Zahlen die Summe beliebig vieler Glieder, mit 
dem ersten Gliede angefangen, zur Summe ebenso vieler, dem 
letzten gleichen Glieder sich wie I zu r verhält, ao besteht in 
der nächstfolgenden Columne zwischen der Summe einer be- 
liebigen Anzahl von Gliedern, ebenfalls mit dem ersten be- 
gonnen, und der Summe ebenso vieler, dem letzten gleichen 
Glieder das Verhältnisa 1 zu ?■ + 1. 
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Beweis. Die benaclibavten Columnen 
aeieni a, b, c^ d, . . ., und 0, y, //, i, . . , ; die 
Anzahl der ans der ersten Colnmne gettom- 
menen Glieder aei gleich n uad der aus der 
zweiten genommenen gleich jj -[- I . Dann 
ist zunächst: 

q-^P + l-i-i + h^g-k-Q 



[nach Vor. u. Kigenschaft (4)^ 



[p + l+i + h + g] 



[nitcb Eigenschaft (4)j. 
Folglieli ist; 

oder 

[r+i){p + l + i + h + g) 

p+l+i+h+a 
Auf beiden Seiten q hinzugefligt: 



(? + H 



oder es verhält sich: 

^ + 7i + i-+/ + p-!-^:(H+l)?=l:(r+l). 

W. z. h. w. 

Hieraus folgt jetzt der 

Haupteats. In der Tafel der figurirten Zahlen verhält 
sieh die Summe heliehig vieler, mit den zugehörigen Nullen 
be^nnenden Glieder zur Summe ebenaovieler, dem letzten 
gleichen Glieder und ebenso die Summe beliebig vieler, mit 
dem Gliede 1 beginnenden Glieder zur Snmme ebensovieler, 
dem nächstfolgenden gleichen Glieder wie 1 zu 1 für die 
Glieder der ersten, wie l zu 2 für die der zweiten, wie 
1 zu 3 für die der dritten Cohimne u. s. w., allgemein für 
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die Glieder einer belieb igea Columne wie L zu ilirer Ord- 
nuDgäzahl. 

Beweis. Fllr die eräte Columne folgt die Eichtigkeit der 
Betauptung aus dem ersten Hiilfssatze, !Ux die zweite, dritte, 
vierte, . . . Columne aus den übrigen Hülfsaätzen. Deun da 
die Snmme beliebig vieler Glieder zur Summe ebensovieler, 
dem letzten gleichen Glieder in der ersten Columne sich ver- 
hält wie 1 zu 1 , 30 ist auf Grund dieser Htilfaaätze dieses 
Verhäitniss fiü- die zweite Columne gleich 1 zu l + 1 =^ 2, [94] 
und mithin weiter fflr die dritte Columne gleich 1 zu 2 + 1 =3, 
för die vierte Columne gleich 1 zu 3 + 1 = 4, allgemein für 
die c'' Columne gleich 1 zu c. 

Da wir hier das Verhältuiss - - -— — des letzten Hiilfssatzes 

durch das Verhäitniss — ersetzen, so ist *■ = c — 1, d. h. gleich 

der Anzahl der Kullen, mit welchen die c'" Columne beginnt 
[nach Eigenaehaft fl)]. Da nun in dem letzten 



i+l+p. 



-^-^' 



so folgt daraus, dass 0+g-\-7i + i-\-l+p (die Summe 
der latcu n ( lieleil sich veiHlt zu y (w — j) -wo h — ) 
die Anzahl der bheder ohne die Nullen ist Mie 1 zu e 
d h die Summe beliebig vielei mit 1 beginnenden Öliedei 
dci c''" Columne verhalt sich zur Summe ebenso vjelei 
dem nlehatfolgenden gleichen Glieder wie 1 zu >" 

Folgei ung Mit Hülfe dieser eben bewiesenen iLigenachift 
Itsst sich nun leicht sowohl ein beliebigt,a Glied als aui'h die 
Summe einei beliebigen Reihe finden Ei moeen aus mehieien 
aufeinanderfolgenden Culumncn die eisten n Ghedei genommen 
werden aodaaa ilso aua lei zweiten Columne /i — 1 aus 
dei diitt«n n — 2 aus dei riMen « — d \on Null \ei 
sehiedene Cbedei aich daiunter behnden [nach E geniehatt [Ij] 
D'f.nn ist die Summe dei eisten }t Gliedei aus dei eisten 

Columne gleich ? l sss — len« Ken ^eith hit al er [nxch 

Eigeuschaft (4)| dis n + 1|' Gliel dei zwtiten 1" cliimue 
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Folglich ist [n&di Eigenschaft (12)] die Summe der voa l 
[einschl.) an geiiommeuen n — 1 Glieder der zweiten Colnmne 

gleich — ^r — - — ^ = („h denselben Wei-tli hat aber auch das 

(n + l]'^ Glied der dritten Columue. Der dritte Theil dieses 
Werthes mnltiplieirt in {n — 2) — der Anzahl der Glieder in 

der dritten Columne von 1 an — , also j — ^ — = 1 o) 

ist [wieder nach Eigenschaft (12)] gleich der Summe der ans 
der dritten Columne genommenen Glieder und auch gleich 
dem (w + I Y™ Gliede der viei-ten Cohimne. In gleicher Weise 
ergiebt sich fttr die aus der vierten Coiiunne genommenen 
Glieder und flir das {n+lf^ Glied der fünften Columne 
n{n-l]{n-2){n~^] ' ' 



1 -2 

folgt, das9 die Summe der ersten n Glieder in der 



, und so fort. [95] Daraus aber 
Glieder in der 
5. , , . <y. Columue 



*" \1/ \>} \if U/ \ ! \cl 

Dl jede d e«ei Än^diiltke zne,lei h dem [ +!)'"( 1 ele 
dei folgenden Columne gleich ist -^o ei„ehen sich aus ihnen 
die TVeithe dei ä'™ Wiedei wenn ubeiall )i diueh > — l 
ersetzt wild und e? ist dahei lei Weith des n*™ Gliede« 
m der 

1. 2. 'd. 4. 5. ... c. Columne 

^-rr)rT*)r7')("7')rT')-(:i;)- 

BemeiliUng. Viele haben sich schon, wie ich an dieser 
Stelle bemeiken miiehte, mit Betiachtungen übei flgniiite 
Zahlen beschäftigt (unter ihnen Faulkabei und Remmelin aus 
Ulm, Wallis, Mercator in seiner >Logarithmot6chnia«, 
Prestet und andere 2")), aber ich weiss keinen, welcher einen 
allgemeinen und wissenschaftlichen Nachweis dieser Eigen- 
schaft gegeben hat Wallis hat in '(einer sArithmetica 
Infinitorum« als Grandlage seiner Methode die Verhältnisse, 
welche die Eeihen, gebildet aus den Quadiaten, den Cnben 
und den höheren Potenzen der nattlrlichen Zahlen, zur Keihe 
, dem groMsten Gliede gleichen Zatden haben, auf 
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inducfivem Wege ei^forsclit und ist von da uacb Anfstellnng 
von 176 Eigeuschaften zur Betrachtung der Dreiecka-, Viereeka- 
zailen und der weiteren figurirten Zahlen tlbergegaiigen ; hesser 
aber und auch der Natur des Gegeüataudes angemesaeuer 
wäre es gewesen, wenn er umgekehrt eine allgemeine und 
mit strengen Beweisen veraehene Beti'achtung der flgniirten 
Zahlen voransgesehickt hätte und dann erat zur Unterauchnng 
der Potenzsnmmen der natürüehen Zahlen vorgesohiitten wäre. 
Denn ahgeaehen davon, dass der Inductionsbeweia zu wenig 
wissenschaftlich ist imd für jede einzelne Zahlenreihe be- 
sondere Möhe erforderlich macht, musa doch nach aU- 
gemein herraehender Ansicht immer das vorausgenommen 
werden, waa seinem Wesen nach einfacher ist als das Uebrige 
und ihm vorangeht^!). Dies gilt von den figurirten Zahlen gegen- 
über den Potenzen, [96] da jene durch Addition, diese dna'ch 
Mnltiplication entstehen, und vornehmlich da die Eeihen der 
figurirten Zahlen (mit den zugehörigen Nnlten be^nend) ge- 
iiai\e Theile von Reihen aus ebensovielen der letzten gleichen 
Zahlen sind fVergl. S. 91, Nr. 12.); diese E^nachaft kann 
für die Reihen von Potenzen (wenigstens bei einer endlichen 
Anzahl von Gliedern) nicht besteben, wieviele Hüllen auch 
Yorangeatellt werden mögen. Aus den bekannten Summen 
der figurirten Zahlen können leicht die Potenzaummen ge- 
funden werden, wie ich dies im Folgenden kurz zeigen will. 
Man nimmt die Reihe der natürlichen Zahlen von 1 bis n 
nnd bestimmt zunächst die Summe aller dieser Zahlen, dann 
die Snmme aller ihrer Quadrate, ihrer Cnben, n. s, w. Da 
nnn in der zweiten Oolumne das n'^ Glied gleich n — 1 ist, 
30 ist nach der eben vorausgeschickten Folgerung die Summe 
aller Glieder der zweiten Oolumne vom ersten bis zum w*"", 

welche mit S[n — 1) bezeichnet sei, gleich — — - — , alao 

s(,,-i)_s(,>)-s(i) = — --. 



Da ^(l] gleich der .Summe von n Einheiten, also S{\.] = ?; 
ist, ao folgt 



Das )^ Glied der dritten Oolumne ist nach < 

Ostmld's lUossiker. 107. 
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Folgenmg gleich '"~ ^>^^~~ . 1 = " ~ " -— , und die Summe 

filier GUedci- von 1 bis n gleieli "("— ^'"~" ■ folglicli iat 

und da 

= iSM -?«{») + «{!) 

ist, so ei'giebt sicli schliesälicli, wenn fflr jS'(h) tmd S[l} die 
Wei-the eingesetzt werdeu: 

;y,^.|_ "(»-l)l»- g) I .<»' 1 «^ „ 

«(»■) = ,; »■ + i»' + i«. 

Das «*^ Glied der vierten Columnc ist glcioli 
l"'~^.\ = ln^—n°-+\?n—\ und [97] die Summe der 

ersten jj Glieder gleich 1] = J-W — a^ -(- V ?i^ — w; daher ist 
und 

iÄ(«') = i«' -»■ + V»' - » + «(>••) - VäW + Ä(i). 

Fflr 'S(h^), 5'(k), iS'(l) die gefundenen Werthe eingesetzt, ei'- 
hält man für die Summe dei' ersten n Guben: 

80 kann man schrittweise zu immer höheren Potenzen ge- 
langen und mit leichter Mtllie die folgende Tafel aufstellen: 
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Die Summe der Potenzen der natürlichen Zahlen. 



= i «' + i«- + 1 «', 

= »«• +1»- +A»'-A»'. 

.■^»" + i»"+ I»'- 1 »'+ 1 »■- i..- + A». 



«(«■ 
*(«■ 

«(»•) 
«(«■ 
«(»') 

«(»•; 

Wer aber diese Reihen in Bezug auf ihre G 
nauer betrachtet, kann auch ohne umständliche Reohniing (lie 
Tafel fortsetzen. Bezeichnet c den ganzzahligen Exponenten 
irgend einer Potenz, so ist 

wobei die Exponenten der Potenzen von n legelmässig fort 
um 2 abnehmen bis heiab zu 7i odei n^ Die Buchstaben A, 
B, C, D, . . . bezeichnen dPi Reihe nach die Coeffii'ienten 
von n ia den Äusdiml'.en fui S[n^), ititi"), 6(n^} Sl»''] , 

nämlich [98] 

Diese Coeffieienten aber haben die Eigenschaft, dass sie die 
flbrigen Coeffieienten, ■welche in dem Ausdrucke der beti'effen- 
den Potenzsumme auftreten, aur Einheit ergänzen; so haben 
wir z. B. den Werth von D gleich — ^ angegeben, weil 
I + i + I - A + f + -0 = ' oder f^ + 2) = 1 sein 
mu39. Mit Hfllfe der obigen Tafel habe ich innerhalb einer 
halben Viertelstunde gefunden, dass die 10**" Potenzen der 
ersten tausend Zahlen die Summe liefern: 

91409 924 241424243 424 241924 242 500. 
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Hienras sieit mau, wie tmutitK die Miihe gewesen ist, welche 
Jsma^?5w?ft«WMs^^) auf die Abfassung seiner sehr umfaugreicLen 
»Arithmeticalnfinitonim« verwendet hat; denn er hat darin 
nichts weiter geleistet, als dass er aru' die Potenzsummen ffii 
c = 1 bis c := 6 — eiuen Theil dessen, was wii- auf einer ein- 
zigen Seite en-eieht haben — mit ungeheurer Mühe berechnet hat. 

Bevor ich dieses Kapitel sehliesse, mag es mir vergönnt 
sein, noch in Kürze zu ze^en, wie mit Httlfe der Eigen- 
schaften der figuiirten Zahlenreihen noch gewisse andere ähn- 
liehe Reihen auf diese zm-ückgefllhrt nnd dann snmmirt werden 
können; derai't^e Eeihen hahen gleiche erste, zweite, dritte, . . . 
Differenzeil nnd können also dnrch fortgesetzte Addifion einer 
Reihe, deren Glieder sämmtlieh eiuajider gleich sind, erzeugt 
werden. Z. B. sei D irgend eine Reihe mit lanter gleichen 
Gliedern, durch deren Summation entstehe die Reihe 0; aus 
der Summation dieser letzteren entstehe die Reihe B, welche 
ihi-ei'seits wieder dnrch Summation ihrer Glieder die Reihe A 
erzeuge, wobei die ersten Glieder d, c, 5, a der vier Reihen 
willkürlich angenommen werden können. 



I) 


C 


S ■ A 


d 

d 
d 
d 
d 
d 


e+ d 
c + 2d 
o-i-3d 
c + id 
c + 5d 


j 

b+ c 

b + %c+ d 
6 + 3e+ 3d 
b + ie+ 6rf 


a+ b 
+ 26-H c 
«+-36+ 3c+ d 
a + Ab+ 6c+ id 
a + 5b + 10c+ lOiZ 



Die Reihe A, deren erste Differeuzen die Reihe B, deren 
zweite die Reihe O, deren dritte die Reihe Z) bilden , nenne 
ich der figurirten Zahlenreihe ähnlich. Nnn ist offenbar die 
Reihe A zusammengesetzt aus den Reihen der Einheiten, der 
natürlichen Zahlen, der Dreieekszahlen, der Viereckazahlen 
mnltiplickt bez. mit den ersten Gliedern der Differenzreihen 
«, b, c, d. Von diesen figurirten Zahlenreihen sind aber die all- 
gemeinen Glieder und Summen bekannt nach dem Ob^eu [99], 
und folglich bann auch das allgemeine Glied und die Summe 
der Reihe A leicht hing^chrieben werden. Ist die Anzahl 
der Glieder », so ist das «** Glied der Reihe A gleich 



1 



l d und die 8u 



-»Glieder gleich ( 



«+ <'■ 
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Kapitel IV. 



Anzahl der Combinationen (otne Wiederliolniig) zu einer 

liestimmten Classe; 

Anzahl derselben, welche gewisse Dinge einzeln odei' 

't e'nand erh d n enthalte 



A dm g Kptl gibt 




b 


d 1 


1 C mbm ti n u g d n 
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p h d fi Tit n ZabI n b t 




n 
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bt dl F f th t b E 1 






1 1 b 


d f I d 









[100] Regel 

für die Bestimmung der Anzahl aller Combinatioiien obne 
Wiederbolung zu einer bestimmten Classe : 

Man bilde sich zwei arithmetische Eeiben, deren 
eine von der Anzahl der zn eombinirenden Dinge an 
fällt, deren andere von 1 an steigt und welche beide 
die Differenz 1 und so viele Glieder haben, als die 
gegebene Claasenzahl Einheiten bat. Der Qnotient 
gebildet aus dem Producte der Glieder der ersten 
Reihe dividirt durch das Product der Glieder der 
zweiten Eeihe liefert die gesnchte Auzahl von Com- 
binatioucn. 

Z. B. lassen sich 10 Dinge zu je vieren 
10 ■ 9-8 ■'?_ 5Ü4Q _ 
1 . 2 ■ 3 • 4 ^ .24 ^ 
mal combiniren^^). 

[101] Aus der obigen Regel lassen sicli folgende Zusätze 
ableiten : 

Zusatz 1. "Wenn bei einer gegebenen Anzahl von Dingen 
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die Combrnationsclasse aUmählicli bis zur halben Anzahl der 
Dinge anwächst, so nimmt auch die Anzahl der Combinationen 
zu; wächst abei- die Classenzahl dann noch weiter, so nimmt 
sie wieder ab. 80 giebt es bei 8 Dingen mehr Binionen als 
Unionen, mehr Ternionen als Binionen und mehr Qnatemionen 
als Ternionen, aber mehr Quaternionen als Quinionen, mehr 
Qninioneu als Senionen u. s. w. [Vergl. Eigenschaft (6) der 
Tafel der figujii-ten Zahlen]. Denn die Anzahl der Unionen 
bei aeht Dingen ist |-, und diese liefert durch fortgesetzte Mul- 
tiplioation mit i, |-, ^, f , |-, - - ■ allmählich [102] die Anzahl 

,8-7 8 ■ 7 ■ 6 
der Binionen., Tenuonen, u, s. w., nämlien- — -, - — - — — , 

Da nun die ersten Brüche |, .|, | grösser als 1, die übrigen 
■f, I, ■ ■ ■ aber kleiner als 1 sind, so fo^t, dass die Com- 
binationszahlen bis zu ehiem gewissen Werthe der Classenzahl 
allmählich wachsen und dann wieder abnehmen. Dass sie 
aber wachsen, bis die Classenzahl gleich der halben Anzahl der 
Dinge ist, geht daraus heiTor, dass in der Eeihe der Brüche 
h i' ~h h ■ ■ ■ (d^i'ßi' erster die Anzahl der Diage als Zähler 
nnd I als Nenner hat) Zähler und Nenner um 2 Einheiten 
einander von Brueh zn Bruch näher kommen und also nach 
80 vielen Brilcheu einander gleich werden, als die Hälfte von 
der Anzahl der gegebenen Dinge beträgt. Geht man noch 
weiter, so werden die Nenner grösser als die Zähler, und das 
Intervall zwischen beiden nimmt beständig an. 

Zusatz 2. Zu zwei Classen, deren Summe gleieh der 
Anzahl der gegebenen Dinge ist — und welche wh- paral- 
lele Classen nennen — giebt es gleich viele Combinationen. 
Da8;=7-|-l;=6-|-2 = 5-l-3 ist, so giebt es ebenso 
viele Unionen wie Septenionen, ebensoviele Binionen wie Seni- 
onen, ebeusoviele Ternionen wie Quinionen. [Vergl. die Eigen- 
schaften (6) nnd (7) der Tafel der fig. Z.] So oft nämlich z. B. 
von acht Dingen je zwei genommen werden können, ebenso oft 
bleiben immer je sechs übrig; es können also umgekehii eben- 
so oft je sechs Dinge genommen werden, indem man die vor- 
her übriggebliebenen jetat nimmt nnd die vorher genommenen 
jetzt übrig lässt. Nach der Regel ist die Anzahl der Binionen 

6-7 S-7-6-5"4'3 

bei 8 Dingen gleich - — - und der Senionen gleich - — — - • ; g » i 

es unterscheiden sich beide Zahlen aber nicht von einander, 

da der Bruch - — - -— ~- == 1 ist. 
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[103] Zusatz 3. Die Anzahl der Combinationeu iat bei 
einer geraden Äazalil von Dingen am gröaaten zu der Claase, 
welche gleich der Hälfte dieaer letzteren Zahl ist^ und bei 
einer ungeraden Anzahl von Dingen am gi'össten zu deu 
beiden benachbarten Claasen, deren Summe gleich der Au- 
zahl der Dinge ist; es fo^t dies aus den beiden ersten Zu- 
[Die3 wild von BernouUi auafohrlieh fflr 8 und 9 Dinge 



Zuaatz 4. Die Anzahl der Combinationen von 
vielen Dii^en zu irgend einer Clasae oder zu deren paral- 
leler Olasse ist gleich der Anzahl der Peimutationen von 
ebenso vielen Dingen, "welche zu nur zwei Arten in der Weise 
gehören, dass die Dinge beider Arten an Zahl mit den pai^al- 
lelen Clasaenzahlen tlbereiuatimmen. Es giebt also bei 7 Dingen 
ebenso viele Ternionen und Quatemionen, als es Permutationen 
von 7 Dingen giebt, von denen 3 und 4 unter einander gleich 

■ , ^ ^- 7 ,.> ^ 1. ■ ■ . ^■^■5 7.6.5-4-3-2-1 

smd; denn die Zahl der Ternionen ist — r-— ^ — t-- -— 

' 1.2-3 1.2.3.1-2-3-4 

gleich der Anzahl der genannten Permutafionen. 

Zuaatz 5. Ftlr eine beliebige Anzahl von Dingen ist die 
Anzahl der Combinationen zu einer gegebenen Classe gleich 
der Summe der Combinationen [104] einer um 1 kleineren 
Anzahl von Dingen zu derselben »md der um 1 niedigeren 
Olasse. Z. B. giebt es bei 10 Dirken ebenao viele Quatemionen 
als Quatemionen und Ternionen von 9 Dirken gebildet 

. _ 10. 9.8-7 (6 + 4)-9-8.7 /9\ , /9\ 

werden können: = ■ — ■ — '— — — ^ + 1- 

1-2-3-4 1.2-3-4 U/ \3/ 

Dies läast sich auch so begi-ünden: A sei eines der gegebenen 
10 Dinge; dann giebt es offenbar soviele Quatemionen, in 
denen A nicht vorkommt, als es Quatemionen von den llbrigen 
9 Dingen giebt, und aoviele Quatemionen, ■welche A enthalten, 
als es Ternionen von den übrigen 9 Dingen giebt (denn diesen 
lefateren braucht man nur A hinzuzufügen, um die ersteren 
zu erhalten); beide Sorten von Qnaternionen erschöpfen aber 
sämratliehe Quatemionen, welche man aus 10 Dingen bilden 
kann. [Vergl. die Eigenschaften (4) und (5) der Tafel der fig. Z.] 

Zusatz 6. Die Anzahl der Combinationen zu allen ge- 
raden Cl^aen (einschliesslich der 0*'"] iat gleich der An- 
zahl der Combinationen zu allen ungeraden Claesea, und 
folglich iat jede dieaer beiden Zahlen gleich der Hälfte der 
Anzahl aller Combinationen (ebenfalls einschUeaalioh der 
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Niillion), Da naeli der Eegel im Kapitel II die letztere gleich 
2" iat, so folgt füi jede der erateren Zahlen 2""'. Dies ist 
solioa am SehluBse des geiianntea Kapitels gezeigt, es lässt 
sieh aber auch mit Hälfe des vorigeu Zusatzes in folgender 
Weise ableiten. Z. B. giebt es bei 9 Dingen nur eine Com- 
bination zur 9'^" Classe, gleichwie es bei 10 Dingen nnr 
eine znr 10'*" Classe giebt; in beiden Fällen giebt es nnr 
eine Nullion. Ferner sind die Summen gebildet aus je zwei 
Combiuatiönszahlen , welche den Claasen 1 und 2, 3 und 4, 
5 und 6, 7 und 8 bei 9 Diugen entsprechen, bez. gleich den 
den Combiuatiönszahlen ftir die Claasen 2, 4, 6, 8 bei 
10 Dingen [nach Zusatz (5)]. Die Anzahl aller Combinationen 
von 9 Dingen ist also gleich der Anzahl der CombinationeD 
zu geraden Claasen von 10 Dingen. [105] Auf äbuliehe Weise 
ergiebt sich, dass die Ajizahl aller Combinationen von 9 Dingen 
auch gleieh der Anzahl der Combinationen zu ungeraden Classen 
von 10 Dingen ist, wie das folgende Schema veranschaulicht: 



Anaalil der 10 II IV VI VIII X 

binIrendJn ' Lj. ^-L ™ ÜJ V^vTYlI^jk 
Dinge 10 I III V VII IX 

Ea bleiben uns hier noch einige ntifealiohe Fragen zu lösen 
tlbr^, welche in Bezng auf die Combinationen gestellt werden 
können. Z. B. : In wievielen Combinationen finden sieh ein 
oder mehrere Dinge entweder in Verbindung mit einander oder 
einzeln vor. Da sich unendlich viele derartige Fragen auf- 
werfen lassen, so unternehmen wir es, alle auf ein einziges 
Problem zurttckznfühi'en, welches wir allgemein so aussprechen: 
»Für eine gegebene Anzahl von zn comhinirenden Dingen und 
zu einer gegebenen Combinationsclasse soll gefunden werden, 
in wievielen Combinationen aus einer beUebigen Anzahl von 
bezeichneten Dingen einige, welche auch ihrerseits vor- 
geschrieben und bestimmt sind, vorkommen und die übrigen 
bezeichneten Dinge nieht vorkommen'. Also von k gegebenen 
Dingen, welche zur c'™ Classe combinirt werden sollen, 
werden einige mit ^, £, G, . . ., D, S, . . ., deren Anzahl 
gleich m ist, bezeichnet, wo m grösser oder kleiner als c 
sein kann; es wird gefragt, in wievielen Combinationen einige 
der bezeichneten Dinge Ä, B, C, . . ., deren Anzahl gleich 
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/) ist, zusammen vorkommen nnd Sie übrigen D, E, . . . iiiclit. 
Die Lösung des so allgemein gef^sten Problems ist, wie ich 
bebai\pte, nicht weniger leicht zu geben als die irgend eines 
speeiellen Falles, und die Anzahl der ComMnatiouen von 

n — m Dingen zn der Classe e — h, also 1 j lie- 

feret die gesuchte Zahl. Denn da die Anzahl aller Dinge 
gleich n und der bezeichneten von ihnen gleich m ist, so ist 
die Anzahl der übrigen, nicht beaeiehneten gleich n — jm; 
combmü-t man diese n — m Dinge [106] zu der Classe c — h, 
so enthalten die Combinationen keines der bezeichneten Dinge. 
Fügt man mm jeder dieser Combinationen die b Dinge A, 
B, O, . . . an, so wird die Classe aller dieser Combina- 
tionen gleich c, nnd jede einzelne derselben enthält von den 
bezeichneten Dingen nur A, B, C, - . ., mit Ausschluss 
der libi-^en D, £, . . ., wie die Aufgabe verlangte — 
Wenn aber nur verlai^t ist, dass von den m bezeichneten 
Dingen b Dinge in den Combinationen vorkommen, ohne dass 
diese b Dinge bestimmt sind, so vervielfacht sieh offenbar die 
obige Zahl so oft, als aus den bezeichneten m Dingen Com- 
binationen zur 6**" Classe gebildet werden können, d. h. 

( J mal. Die gesuchte Anzahl von Combinationen ist dann 



Ist n — m <Z. c — b, so giebt es keine Combiuation, 



noch folgende besondere Fälle an: 

1. In wievielen Combinationen kommt ein bestimmtes Ding 
vor? Da hier ein einziges Ding bezeichnet ist, so ist«i^i=^ I ; 

die gesuchte Anzahl von Combinationen ist also 1 ^ 5 ) =^ 

( j, welche sieh zur Zahl aller Combinationen von n 

Dingen zur c^™ Classe verhält wie c zu n^ d. h. wie die 
Classeuzahl zu der Anzahl der Dinge. 

2. Es werden zwei Dinge A und B bezeichnet, und man 
soll die Anzahl der Combinationen bestimmen, in welchen sich 
A, aber nicht B findet, "Weil hier m = 2, ö = 1 ist, so hat 

hl — 2\ 
die gesuchte Anzahl den Wevtli I ; das Doppelte dieser 
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Zahl aber giebt an, in -wieTielen Combinationen eutwedei- A 
oder B (iiielit beide gleichzeitig) vorkommen, 

3. Fragt man weiter, [107] in wievielen Comhinationen A 
und B zusammen vorkommen, so ist, weil fn = h = 2 ist, 

in — 1\ 
die gesnchte Zahl gleich j I ■ 

4. Wird aber gefragt, in wievieleu Combinatiouen keines 
der beiden bezeichneten Dinge sich findet, so einlebt sieh, da 

m = 2, & ^ ist, für die gesnchte Zahl I j ■ 

5. Wenn drei Dinge A, B, C bezeichnet sind und gefragt 
wird, in wievielen Combinatiouen A und B ohne C vorkom- 
men, so ist m = 3, i = 2 nnd die gesuchte Anzahl gleich 

(1 ■ Da von den drei Dingen dreimal je zwei genom- 
— ^1 ln — d\ 

meu werden können, so giebt 3 1 o ) '^'^ Anzahl der Com- 
binatiouen an, in welchen zwei beliebige von den drei bezeich- 
neten Dingen [ohne das dritte) vorkommen. Und so fort in 
anderen Fällen. 

Anhang. Nachdem wir nun das Wesen der figurifteu 
Zahlen nnd ihren Nutaen für die Combinaliouslehre auseinander- 
gesetzt haben, nnterbrechen wu' hier unsere Beti'achtungen, 
— eingedenk des Versprechens, welches wir am Ende der 
Aufgabe VII im ersten Theile gegeben haben — , bis wir hier 
noch gezeigt haben, auf welche Weise die Hoffnungen zweier 
Spieler, welchen noch eine unbeatunmte Zahl von Spielen fehlt, 
allgemein gefunden werden können, Diese Frage, mit wel- 
cher sich auch Pascal einst beschäftigt hat, lässt sich auf 
zwei Arien beantworten. Die eine verstecktere Art ist aus 
der Construction der am genannten Orte gegebenen Tafe! nnd 
ans der Betrachtung der Keihe, welche die Zahlen der Tafel 
bilden, gefunden worden. Pascal schreibt in einem Briefe an 
Fermat, wie man 'm Fermat'^ zu Toulouse 1679 gedruckten 
Werken [Varia opera mathematica) Seite 180 lesen 
kann, dass er die Antwort auf die Frage nie habe finden 
können. Die andere Art ist näherliegend nnd leichter zu 
finden, da sie sich aus der Combinationslehre unmittelbar ei^ebt, 
nnd es scheint, dass Huygens diese bei seiner Lösung der 
Aufgabe benutat hat. 

Erste Art der Lösung. Dem Spieler A fehlen noch 
« Spiele und seinem Gegner B noch m Spiele, um zu 
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gewinnen; wie grosa ist die Hoffnung jedes Spielers? Es wird 
also nach der Zahl gefragt, welelie in dem w**" Felde der 
m^" Colnmne jener oben genannten Tafel steht. lieber jede 
Cölnmne schreiben wir noch so viele Glieder der geometrischen 
Keihe mit dem Anfangsgliede 1 und dem Qi!otient«E 2, als 
die Ordnungszahl der Colnmne Einheiten hat, also ein Glied 
tlher die erste, zwei Glieder über die zweite Oolumiie, und 
80 fort, in folgender Weise: 



.„ ■ 
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3 ! 4 ! 5 
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1: 2 


3: 4 


7- 8 


15: 16 


31: 32 
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1: 4 


4: 8 
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äT: 64 
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1: 8 


5:16 


16:32 


42; 64 


99 : 128 
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1:16 


6:32 


22:64 


64 : 128 


163 : 256 


) 



die Spitze jeder Columne geschriebenen Glieder der 
1 Reihe mit dem Exponenten 2 finden ihre un- 
mittelbare Foi-tsetzung in den Nennern der in dieser Columne 
stehenden Brflohe, sodass der Nenner in dem jj'"" Felde der 
j^ien Columne gleieh dem {m + h)*^" Gliede der genannten 
geometrischen Reihe, also gleieh 2"»+"-' igt. Jeder Zähler 
aber ist, wie früher (S. 18] angegeben worden iat, gleich der 
Summe zweier' anderen Zähler, deren einer unmittelbar über 
Ulm, deren anderer links neben ihm steht. Dai'aiis folgt, dass 
der Zähler iu dem w*^ Felde einer beliebigen Columne gleieh 
ist der Summe aller n Zähler der vorhergehenden Columne, 
der an der Spitze der letzteren stehenden Potenzen von 2 
und der Emheit Weiter folgt aber hieraus, dass die Reihe 
der Zähler in der zweiten Columne (einschhesslioh der Potenzen 
von 2 aji ihrer Spitze) iu zwei andere Reihen zerlegt werden 
taim, die der dritten Columne in drei, und allgemein die der 
j^ten Columne in m andere Reihen, deren erste stets die Reihe 
der Einheiten, deren zweite die Reihe der natürlichen Zahlen 
[mit einer Nidl), deren dritte die Reihe dei' Dreiecks zahlen 
(mit zwei Nullen), u, s. w. ist: 
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m = 


2 


3 


1 1 » 






1+0 

1 + 1 


1 + «+ 
1 + 1+ 
1+2+ 1 


1 + + + 
]+]+ 0+ u 
1 + 2+ 1+ 

i+a+ 3+ 1 


1+0+ 0+ 0+ 
1 + 1+ 0+ 0+ 
1+2+ 1+ 0+ 
1 + 3+ 3+ 1+ 
1 + 4+ 6+ 4+ 1 


1- 


2 
3 
4 


1+2 
1+3 
1 + 4 
1+5 


+ + + + 
+ + + + 


1+4+ fi+ 4 
1+5 + 10 + 10 
1+6 + 15 + 20 
1 + 7 + 21 + 35 


1 + 5+10 + 10+ 5 
1 + 6 + 15 + 20 + 15 
1+7 + 21 + 35 + 35 
1 + 8 + 28 + 50 + 70 


1- 



nun nach der im Kapitel III gezogenen Folgemng da» 
-\- nf^ Glied in der Reihe der Einheiten 1 , der uatlii-- 

len Zahlen 1 |, derDreieckszahleii 1 l,---j 



der »;-Eckazahlen 1 

dea in dem n'^" Fehle der 
den Weiih hat: 



I ist, BO folgt, dass der Zähler 
,teü Columnc stehenden Brauhes. 



+ 



- 1 



Die einzelnen Glieder dieser Summe geben aher die Anzahl 
aller Nnllionen, Unionen, Binionen, Temionen, n. s. w. an, 
welche aus m -\- n — L Dingea gehildet werden können, und 
daher ist der genannte Zähler gleich der Summe der Comhi- 
nationszahlen von m -\- n — I Dingen zu allen Clasaen 
von Nnll his m — 1 einschl. Dividiien ■wir diese Summe 
noeh durch 2*"*""^, bo haben wir die gesuchte Hoffnnng des 
Spielers A oder, was dasselbe ist, den ihm gebührenden Theil 
des Einsatzes 1 gefunden, wenn ihm noch n nnd seinem 
Gegner B noch m Spiele feiilen. 

Bemerkung. Ist m^n-\-\, fehlt also dem B nur 
ein Spiel mehr als dem A, so ist der A gehlthrende Theil 
des Einsatzes 1 gleich [HO] der Summe der Comhinations- 
zahlen vou in Dingen zu allen Exponenten von Null his n 
(einschl.), dividirt durch 2^" (der Anzahl aller Combinationen 
von 2n Dingen). Da nun die Snmme der Combinationszahlen 
von tn Dingen zu allen Olassen von Null his n — 1 
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(einsLhl I veiinehit nm die halbe Anzahl der Combmationeu 
ZTii ti^' C lasse gleich der halheu ÄnzaM aller Oom- 
bmrtionen ist (vergl. Zusatz 2 und 3 dieses Cap.), so 
folgt dass der A gehtihrende Thei! des Eiiisataes 1 gleich 

i + ^i/i-iri ( 1 ^^^- -^ ^** ^^^ Beitrag ^ zu dem Einsätze 

geleistet, folglich ist sein wb-klicher Gewinn gleieh ^^^ ^ ^ 1 j 

oder gleich dem 1 ^ j 1 Theile des Einsatzes -^- von B. 
Ist z. B. m =: 8, !i = 9, so gehört dem Ä von dem Einsalae 
des B der [ ^ ( o 1 Thell, welcher Bnichtheii auch so ge- 

1 .3.5-7 ■ 9 ■ 11- 13-15 ^ 
sehneoen weraen kann: — — - — - — - — — — — — — ' Vf ' " '-'®'" 

z - 4 . o ■ ö ■ 10 ■ 12 ■ 14 ' lo 
Bnieh entsteht also dureh Division des Prodnctes der ersten 
acht ungeraden Zahlen dnich das Prodiiet der ersten acht 
geraden Zahlen, In dieser Form gab Pascal die Lösung 
dieses speciellen Falles, auf welche er sehr stolz war 2''). 

Zweite Art der Lösuag. Die andere Löaungaart der 
gestellten Frage ei^iebt sich unmittelbar aus der Betrachtung 
der Combinationen. Wir bedenken, dass im ungünstigsten Falle 
m -\- n — 1 Spiele noch erforderhch sind, damit einer von 
beiden Spielern (und nur einer) die ihm noch fehlenden Spiele 
und damit den Einsatz gewinnt; denn wenn m-\-n — 2 Spiele 
bereits gemacht sind, von denen der eine Spieler m — 1, der 
andere n — 1 gewonnen hat, so fehlt jedem nur noch ein 
Spiel, und das nächste muss einem von beiden Spielern den 
Sieg bringen. Es kann natürlich schon bei einer geringeren 
Anzahl von Spielen einer der beiden Spieler gewinnen; die 
Spiele, welche in diesem Falle [111] an der Zahl jw 4- '* — 1 
noch fehlen, reichen aber, auch wenn sie gemacht wei-den, 
nicht zum Siege des Gegners hin und können daher keines- 
wegs von vornherein das Spiel zu seinen Gunstea entscheiden. 
Wir können daher annehmen, dass noch 7n-\-n — l Spiele 
gemacht werden, und bedenken, dass A den Einsatz erhält, 
sobald B entweder kein Spiel oder ein Spiel oder 2, 3, - . ., 
m — 1 Spiele von diesen gewinnt und nicht mehr. Dies 
kann aber so oft eintreten, als es Combinationen von m-\-n — 1 
Dingen zu den Claasen 0, 1,2, ..., m — 1 zusammen 
giebt. Ebensoviele Fälle hat A füi' Gewinn, die tibrigen für 
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Vei'luat. Uoberlianpt möglich sind aber 2'"+"-i Fälle (Eämlioh 
soviele, als es Combinationeu vou m~\-n — 1 Dingen zu alleu 
Classen zwäammeQ giebt), nud folglicli liat uacli Satz TU 
Zusatz 1 des eraten TbeÜeä A die Hoffuuug: 



wie oben gefunden worden ist. 

Bemerkung. Wenn die Zahlen m und n wenig von 
einander vei-schieden sind, so ist es vortheilhafter (nach Theil I, 
Satz III, Zusala 5), die Hoffnung des A in Bezug auf den Ein- 
satz des andern Spielers, als in Bezug auf den ganzen Einsatz 
zu berechnen. Ist z. B. »ra = w ^- 1, aiso m -\-n — 1 =2«, 
so hat A so viele Fälle für Gewinn, als Combinationeu zu 
den Classen bis n (einschl.) vorhanden sind, und so viele 
Fälle für Verlnst, als es Combinafionen zu höheren Classen 

giebt; die Anzahl der eratei-en Fälle ist um I I grösser als 

die der letzteren [vei^l. Znsata 2 dieses ICap.j, und folglich 
ist die Hoffnung des A in Beziig auf den Einsatz seines 

Gegners B gleich -^1 1, wie schon vorhin gefunden worden 

ist. Wenn £ noch n Spiele fehlen, so verhält sich der wirk- 
liche Gewinn des A im Falle m^n-'r 1 zu seinem Gewinn 
[112] im Falle »i = w + 2 wie « + 1 zu 2«-|- 1, und sein 
Gewinn im FaUe m = n + 2 zu dem im Falle m = Ji + ^ 
wie 2n + i zu ^?i + i. 

Denen zn Liebe, welche Freude an Zahienspeeulatiouen 
haben, füge ich hier noch zwei Eigenschaften der bei der Änf- 
gabe VII im ersten Theile gegebenen Tafel hinzu ^^j, pje erste 
besteht darin, daas die Zähler der dritten Columue die Dreieeks- 
zahlen 3, 6, 10, 15, 21, . . . vermehi't run die Zähler der zweiten 
Columue 4, 5, 6, 7, 8, . . , sind; dass die Zähler der viei^ten 
Columne die Viereekszahlen , 4, 10, 20, 35, 56, . . . ver- 
mehrt um die Zähler der dritten Oolnmne 11, 16, 22, 29,37, . . . 
sind; dass die Zähler der fünften Columne die Fflnfeckaaahlen 
5, 15, 35, 70, 126, . . . vermehrt um die Zähler der vierten 
Columne 26, 42, 64, 93, 130, . . . sind; nnd so foi-t, wobei 
man stets mit den zweiten Gliedern beginnen mnss. Die andere 
Eigenschaft besteht daiin, dass die Zähler der diltten Columne die 
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Dreleet8zaMeu 6, 10, 15, 21, . . . veimchrt um die Zähler 
der ersten Columne 1, 1, 1, 1, . . . sind; daas die Zähler der 
vierten Columne die ViereokäzaWen 10, 20, 35, 56, . . . ver- 
meirt um die Zähler der zweiten Columne 5, 6, 7, S, . . . 
sind ; dasa die Zähler der fflnften Columne die Fänfeckszahlen 
15, 35, 70, 126, . . . vermehrt um die Zähler der dritten 
Columne 16, 22, 29, 37, . . . sind; und so fort, wobei mau 
stets mit den dritten Gliedern beginnen muss. 



Kapitel Y. 
Anzahl der Coiiibinatioiieii mit WiederholuLg. 

Bei den Combinationen der vorhergehenden Kapitel aetaten 
■wir voraus, dass kein Ding mit sich selbst verbunden werden 
durfte, also nicht mehr als einmal in derselben Combination 
vorkommen konnte. Jetzt fügen wb aber die Bedingung hin- 
zu, dass 

jedes Ding auch mit sich selbst verbunden 
werden soll, also in derselben Combination 
mehrmals wiederkehren kann. 

Es sollen in dieser Weise die Buchstaben «j h, c, d, . . . 
mit einander combiuirt werden. [113] Es mögen ebenso viele 
Zeilen, als Buchstaben gegeben sind, gebildet und die Zeilen 
mit den einzelnen Buchstaben oder Unionen begonnen werden, 
wie es in dem Kapitel II geschah. 

Um die Binionen jeder Zeile zu finden, muss der sie be- 
ginnende Buchstabe nicht nur, wie frtlher, mit aUen vorher- 
gehenden Buchstaben, sondern auch mit sich selbst combmirt 
werden; man erhält also schon in der ersten Zeile eine 
Binion aa, in der zweiten zwei Binionen ab, hb, in der dritten 
drei ac, bc, cn, in der vierten vier ad, bd, cd, dd, u. s. w. 

Ebenso muss man bei der- Bildung der Ternioneu jeden 
einzelnen Bnohstaben nicht nur mit den Binionen aller vor- 
hergehenden Zeilen, sondern auch mit denen der eigenen Zeile 
verbinden; auf diese Weise entstehen in der ersten Zeile die 
Teraion aaa, m der zweiten die drei Ternioneu aab, abh, 
66Ä, in der dritten die sechs Ternioneu aac, ahc, bbo, acc, 
bcc, ccc, u. s.. w. 

Auf gleiche Weise muss man bei der Bildung der Com- 
binationen zu höheren Classen verfahren. Mau ist dann 
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sichci-, keine Cointiiiiation 
so das Schema: 



Jakob Bernoalli. 

igelasseo i 



haben, und erhält 



h, aJ>, bb, aah, ahb, bhh; 

c, ac, bc, CO, aac, abc, bbc, acc, bcc, ccc, 

<?, ad, bd, cd dd, aad, ahd, bbd, ac4, bcd, ccd, add, bdd, cdd, ddd; 



Hieraus abei kann man mm leicht aohliöBsen, daaa die 
Zahlen dei Unionen jeder Zeile die Reihe der Einheiten, 
die Zahlen der Binionen die Beihe der natürlichen Zahlen, 
die Zahlen dei Teinionen die Reihe der Dreieekszahlen nnd 
die Zahlen d«i ( 'ombinationen zu höheren Claaaen Reihen 
\on hgiinrten Zahlen höherer Art bilden, wie bei den Com- 
binationen ohne Wif^derholung in den vorbeigehenden Kapiteln; 
Qf i'it nui der Untei-<chied, dasa hier die Reihen der figurirten 
Zihlen sofoit mit dem Gliede 1, dort mit Nullen beginnen. 
Biingt man dieie Zahlen in eine Tafel, so erhält man die 
fölgf ndf inoidnimt; 
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Comhinations iafel. 















Classe der Combinationen 






I. 


k 


III. IV 


V. 


i 


vn. 


vni. 


IX. 


X. 


SI. 


XII, 


1 \ 




2 


3 


4 


1 

5 


1 
6 


1 


1 

8 


1 


1 

10 


11 


2 
12 


i \ 




3 


6 


10 


15 


21 


28 


36 


45 


55 


66 


78 


1 4 
S"!»- 5 




4 


iO 


20 


35 


56 


84 


120 


165 


220 


286 


364 




5 




35 


70 


126 


210 


330 


495 


715 


lOül 


1365 


\%\ 




6 


21 


56 


126 


252 


462 


792 


1287 


2002 


3003 


4368 


1^^ 






28 


84 


210 


482 


924 


1716 


3003 


5005 


8008 


12376 




8 


36 


120 


330 


792 


1716 


3432 


6435 


11440 


19448 


31824 


S 9 




9 


45 


165 


405 


1287 


3003 


6435 


12870 


24310 


43758 


75582 






10 


55 


220 


715 


2002 


5005 


11440 


24310 


48620 


92378 


167960 






11 


66 


286 


1001 


3003 


8008 


19448 


43758 


92378 


184756 


352716 


1 n 




12 




364 


1365 


4368 


12376 


31824 


75582 


167960 


352716 


705432 



Bei dieser Anordnung der Tafe! sind hauptsächlich zwei 
Eigenschaften zn bemerken: 1. Die Zeilen stimmen mit den 
entsprechenden Columuen überein, alao die 1*^ Zeile mit der 
1**" Columne die 2** mit der 2*'", u. s. w. 2. Nimmt mau 
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zwei beaaolibarte Reihen — Zeilen oder Colunmcn — [115] 
mit einer gleichen Anzahl von Gliedern, so ist die Summe 
der Glieder der fiHheren Reihe gleich dem letzten Gliede der 
folgenden Reihe. 

Hierans kann man leioht die Summe der Glieder einer be- 
liebigen Reihe nnd mithin auch die Anzahl der Combinationen 
mit Wiederholung zu einer beliebigen Claaae finden, lat 
die Anzahl der zn eombinirendeu Dinge gleich n, ao ist die 
Anzahl aller Unionen gleich der Summe der ersten n Glieder 
in. der ersten Reihe, alao gleich dem m'*° Gliede der zweiten 
Reihe, d. h. gleich n. 

Der zweiten Reihe denke man sich eine NiiU vorgeschrieben, 
damit die Zahl ihi-er Glieder gleich ra + I werde. Mnltiplicirt 
man die Hälfte dieser Zahl mit dem letzten Gliede n, so ist 

das Produet ~ gleich der 8i\mme der Binionen oder der 

1-2 ^ 
Glieder der zweiten Reihe [nach der Eigenschaft (12) des 
Kap. III| und auch gleich dem m'^" Gliede der di-itten Reihe 
[nach Eigenschaft (2) dieses Kap.]. 

Denkt man sieh der dritten Reihe zwei Nullen vor- 
geschrieben, ao iat die Anzahl ihrer Glieder gleich ?* + 2. 
Mnltiplicirt man den dritten Theü dieser Zahl mit dem eben 

gefundenen letzten Gliede — ■ ■ — - der zweiten Reihe, so 

giebt das Produet — ^ — - — ^^- — die Anzahl aller Ter- 

nionen oder die Snmme der Glieder der dritten Reihe und 
zugleich auch das letzte Glied der vierten Reihe. 

Anf gleiche Weise findet man die Summe der ersten 
n Glieder der vierten Reihe oder die Anzahl der Quatemionen 

gleich — ^ ^-^ — - — -T^ — ■ , die Anzahl der Quinionen 

Summe der eraten n Glieder der c'*" Reihe oder die An- 
zahl der Combinationen mit Wiederbolnng zur t^'" Olasae 

sMoi °"' + "'° + ^)-;;t° + -'-') = (» + «-'). 

lät c>Wj SO kann man Zähler und Nenner des vorateheuden 
Bruehes dnich ?i{n -f- l) [ii ~\- 2) ■ ■ ■ c kurzen und erhält dann 
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Bruch zugleich die Summe (Ter ersten e + ^ Glieder in der 
[n — 1)**" Eeihe aaglebt, so folgt, dass die Summe der ei-sten 
n Glieder in der c*^" Keihe gleich der Summe der ersten c + 1 
Glieder in der {ii — 1]^*" Reihe ist, wodurch eiue weitere 
schöne Eigenschaft der obigen Tafel gefunden wordeu ist. 
Es ergiebt sieh mithin f ' 



für die Bestimmung der Anzahl aller Comliluatioueu mit 
Wiederholung zu einer bestimmten Classe; 
Man bilde zwei steigende arithmetische Keihen, 
deren eine mit der Anzahl der zu combinirenden Dinge 
lind deren andere mit 1 beginnt, welche beide die Dif- 
ferenz 1 und soyiele Glieder haben, als die Classen- 
zahl Einheiten hat. Das Product ans den Gliedern 
der ersten Reihe dividirt durch das Product aus 
den Gliedern der letzten Reihe giebt die ge- 
, suchte Anzahl. 

Z, B. die Anzahl der Quateruionen mit Wiederholung fiir 
10 Dinge ist gleich - 



. 2 ■ 3 ■ 4 

Bemerkung. Ist der Exponent grösser als die Anzahl der 
gegebenen Dinge, was hier sehi- wohl möglich ist, so ist es 
vortheilhafter die erste Reihe mit der Zahl zu heginnen, welche 
um 1 grösser als der Exponent ist, und soviele Glieder in jeder 
Progression zu nehmen als die um 1 vermindert« Anzahl von 
Dingen augiebt. Z. B. die Anzahl der Combinationen m, W. 

von 4 Dingen zur 10^™ Classe i«t gK'ch — j — - — - — ^^286 

Aber auch die Anzahl der C jmhmationeE m W zu qllen 
Classen , von 1 an wachsend bis zu einer beheb gen 
Zahl, d. h. die Summe ebenso^ elei Colnmnen ka u min 
mit gleicher Leichtigkeit finden. Da z B de ersten 10 Ghe 
der der ersten 4 Columneu idenciseh sind nit den eisten 
4 GHedern der 10 ersten Zeilen und A\ temei die 'Gummen 
dieser Glieder bez. gleich sind dem zweibeu h i eilten Glied« 
der vierten Colunme [nach Eiggn^chift {'>]] so Ht kl*« da'.s 
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auch die ersten 10 Glieder der ersten 4 Columnen, d. h. die 
Auzalil aller Unionen, Binionen, Ternionen und Quaternionen, 
welche man aus 10 Dingen bilden kann, um 1 kleiner iat als 
die Summe der ersten 1 1 Glieder [117] der vierten Columne, 
d. h. als die Anzahl der Combinationen zur höehsien der ge- 
gebenen Claaaen, ■welche man ans eiaer um 1 grösseren An- 
zahl von Dingen bilden kann. Dies kann man auch so ein- 
sehen: Die einzelnen Quatemioneu aus 11 Dingen enthalten 
das elfte Dii^ entweder keinmal oder 1-, 2-, 3-, 4-mal. Die 
Quaternionen, in welchen das elfte Ding nicht vorkommt, sind 
offenbar identisch mit den Quaternionen der tbrigen iO Dinge; 
die Anzahl der Quaternionen, in welchen das elfte Ding ein- 
mal vorkommt, ist gleich der Anzahl der Ternionen von den 
übrigen 10 Dingen, und ebenso ist die Anzahl der Quater- 
nionen, welche das elfte Ding zweimal, bez. dreimal enthalten, 
gleich der Anzahl der Binionen, bez. Unionen der übrigen 
10 Dinge (denn es braucht das elfte Ding nni- ein-, zwei- oder 
dreimal hinzugefügt zn werden, um Quaternionen zu erhalten). 
Ferner giebt es eine Quaternion, welche das elfte Ding vier- 
mal enthält. Daraus folgt, dass die Anzahl der Quaternionen 
von 1 1 Dingen nm I grösser ist als die Anzahl aller Com- 
binationen von 10 Dingen zu den Classen 1, 2, 3, 4 oder 
gleich der Anzahl aller Combinationen zu den Classen 0, 1, 
2, 3, 4. 

Ist also n die Auzalil der gegebenen Dinge und c die 
höchste Classenzahl, so findet man die Anzahl der Combina- 
tionen m. W. von n -\- 1 Dingen zu der c*^" Claaae nach der 

Eegel dieses Kapitels gleich 1 , und es ist daher die 

Anzahl der ComViinationen m. W. zu allen Classen von 

i bis c (einscbliesslich) gleich I j — 1. Ist aber c'^n, 

so kann mau Zahlet und Nennei ^ ou { j duii h 

(m + 1) [n-\-2] . . . t kiiizen und toi lii-h diL gesuchte Zahl 
kürzer durch [ "| — I lusdiiiikLU L'iiiu eif;i ht sich 

die folgende 
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[118] Hegel 

fiii die Bestimmung der Anzahl von Combinationen mit Wie- 
derholung zu mekrei-en von aa aufeinanderfolgenden Olassen : 

Man bilde zwei steigende arithmetische Reihen, 
deren eine mit der um 1 vermehrten Zahl der Dinge 
und deren andere mit 1 beginnt, welche beide die 
Differenz 1 und so viele Glieder haben, als die 
grösste ClassenzahS Einheiten hat. (Ist aber diese 
grösser als die Anzahl der Dinge, so ist es vortteil- 
hafter, die erste Reihe mit der um 1 vermehrteu 
grössten Classeuzahl au beginnen und von jeder 
Reihe so viele Glieder zunehmen, als Dinge gegeben 
sind.) Dividirt mau dann das Product aus den Glie- 
dern der ersten Reihe durch das Product aus den 
Gliedern der letzten Reihe, so giebt der Quotient 
die gesuchte Anzahl aller Combinationen (einschliess- 
iicli der Nullion). 

Z. B. Die Anzahl aller Combinationen von lU Dingen zu 
11 . i2 ■ 13 ■ 14 
den Classen 0, 1, 2, 3, 4 ist — - — - — - — — = 1001 

rmd von 3 Dingen zu denselben Classen --— - — - = 35. 



Kapitel VI. 

Anzahl der Combinatioiieii mit beseliränkter Wiederholung. 

[119] In dem vorigen Kapitel war es gestattet, daas irgend 
eines der gegebenen Dinge so oft mit sich selbst eombinii't 
■werden konnte, als die Gombinationselasse Einheiten hatte. 
Auf diese Weise konnte zu jeder beliebigen Classe eine 
Comhination gebildet werden, welche nur ein einziges Ding 
öfter wiederholt enthielt. Anders liegt die Sache, wenn ein 
jedes der gegebenen Dinge mit sieh selbst nur in beschränkter 
Zahl, welche voi^egeben ist, verbunden werden kann. Wenn 
z. B. die Buchataben a, b, o, d so miteinander eombinirt 
werden sollen, dass in keiner Combinafion der Buchstabe a 
öfter als 5mal, ö Öfter als 4mal, c öfter als 3mal und d 
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öfter als 2iiial wiederholt werden soll, so kanu offenbar keine 
ComlDination, deren CSaBSe höher als 5 ist, aus nnr einem Bucli- 
stabeu bestehen. 

Die vier Buehatabea nach dem gegebenen Gesetze an com- 
biniren, ist aber ganz dasselbe, als wie 14 Buebstaben, unter 
denen 5«, 4i, 3c, 2d sind, auf alle Arten so mit einander 
zu combiniren, dass keiner öfter in einer Combination Tor- 
kommt, als er selbst unter aJleu Bnchstaben sieb findet. Dies 
kommt aber wieder darauf hinaus, sämmtliche Tbeiler der 
Grösse a'^ b" c^ d^ zu finden. Da nun die Tbeiler irgend einer 
Grösse nur als ebensoviele Combination en ihrer Faetoren sich 
darstellen, so können die Lehi'en dieses Kapitels yornebmUch 
dazn dienen, die Anzahl aller Theiler irgend einer Grösse 
aufzufinden. 

Zunächst ist es augenscheinlich, dass es von einem Buch- 
staben a nur so viele Combinationeu oder Theiler geben kann, 
als a selbst in der Anzahl der Dinge vorkommt, d. h. als 
der Esponent von a in der gegebenen Grösse angiebt. Zählt 
man auch die Nullion oder 1 als Theiler mit, so hat man 
hier die 6 Combiuationen oder Theiler: 1, o, a^, a^, a\ a^. 

Nimmt man dann noch den Bnchstaben b hinzu, so kann 
dieser mit den vorstehenden sechs Combinatiouen zasammeu 
vorkommen, woraus ebensoviele nene Combinationen ö, ab, 
a^b, a'5, a''b, a^b folgen. Fügt mau nochmals b hinzu, so 
erhält man wieder sechs neue Combinationen S*, ab"^, a^b^, 
i^b'f a'ö' a' b^ Nimmt min noch ein drittes und vieite'* 
b hinzu, 30 PihMt min noih ''mal sechs odei zwölf weiteie 
Combinationen Dei Bucbstibe b liefeit mithin sovielmal 
sechs neue Combinationen, als ei selbst untei dei gegebenen 
inzibl von Dingen voikommt odei als sein Exponent in der 
gegebenen biisse Einheiten hat [120] Hiei hat man dabei 
4 6 Combinationen, welche b enthalten D\ \oihei b Com- 
binitionen ohne b aefunden ^xtien so hit man jetzt 5 6 ^ 'lO 
Combinationen s^efunden 

Wenn nun jede einzelne diesei -iO Combinationen mit 
dem diitten Buchstaben c -lerbuuden wud so entstehen 31) 
neue Combinationen fugt man dieien medei c zu so eigeben 
sich uoehmals 30 neue Combinationen und aus diesen wiedei 
um jO neue, iienn man noch ein diittes f hmzunimmt So 
sind 'i 30 neue fombmationen gefunden wtlehc suumtliLb 
(. enthalten mit den fmbeien HO Oombinationeu ' hiie r hit 
man dabei jetzt 4 30 := 120 Combinationen 
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MiiitipliGii't matt aclilieaBlich jede dieser 120 Gomtiiuatioiieu 
mit d, bez. d'^ [da d mit dem Esponenten 2 iE der gegebenen 
Grösse vorkommt), so erliillt man 2- 120 neue Combiaa- 
tionen, welche aämmüieb den Buchstaben d eiithalteii. Mit 
den 120 Combinationen ohne ä hat mau daher im gauzeii 
3 ■ 120 = ;!60 Combinationen gefunden. Ebenso gross ist 
auch die Anzahl aller Theiler der gegebenen Grösse a''b*c^d'', 
wenn — was immer im Auge zu behalten ist — die Bnch- 
staben u, ö, c, d vier von 1 und von einander verschiedene 
Primfaetoren vorsteilen. Durch das Hinznti'eten eines Buch- 
staben wird, wie klar zu erkennen ist, die Anzahl aller vor- 
hergehenden Combinationen oder Theiler so oft vervielfacht, 
als der nm 1 vermehrte Exponent des hinzutretenden Buch- 
staben angiebt. Durch diese Wahmehrnuag gelaugt mau zu 
der folgenden 

Hegel , 

um die Anzahl aller Theiler einer beliebigen Grösse oder 

aller Combinationen mehrerer Dinge, von denen einige 
einander gleieh sind, zu bestimmen: 

Man vermehre die Esponenten, mit welchen die 
eine gegebene Grösse bildenden Buchstaben in der- 
selben vorkommen, um 1 und multiplicire die so 
vergrösserten Zahlen ineinander. Das Product der- 
selben ist gleich der Anzahl aller Theiler [131] der 
gegebenen Grösse oder aller Combinationen, welche 
die jene Grösse zusammensetzenden Buchstaben 
bilden können. Von dieser Zahl ist l zu snbtrahiren, 
wenn man die Eins von den Theilern oder die Nul- 
liön von den Combinationen aussehliesBen will. 

Z. B.: In ii^i^c^d^ haben die einzelnen Buchstaben die 
Esponenten 5, 4, 3, 2; vermehrt man jede dieser Zahlen 
um 1 , so giebt das Produot dieser so vermehrten Zahlen 
(5.5.4-3 = 360 als Anzahl aller Theiler der gegebenen 
Grösse (einschl. der Einheit). 

Bemerkung. Ist die Anzahl der Buchstaben o, S, '■, d, ..., 
^^ eiche eine gegebene ftiosse bilden, gleich n und liaben alle 
Buchstaben denselben Esi)onenten p, so ist die Anzahl aller 
Combinitionen odei Theilei gleieh [p + 1)". Wenn speciell 
p = l ist, d h wenn die slmmtlichen Buchstaben der ge- 
gebenen Gkssb nui in dPi eisten Potenz vorkommen oder 
flenn diP /u i"ombiuii enden Dinge sammtlicli von einander 
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verachiedeu siad, wbd die Änzalil der Theüer oder der Comlji- 
uatiouen gleich 2". Dieser FaU ist ideatiseh mit dem im 
zweiten Kapitel behaadelten, imd daher musa die hier ge- 
fundene Lösung mit jener abereinstimmen, ivie ea der Fall ist. 

Wer aber den Eröi^teningen dieses Kapitels mit ein wenig 
Anfmerksamkeit gefolgt ist, kann — wenn es verlangt wird — 
leicht aneh bestimmen, in wievielen Combinalionen oder Theilern 
irgend ein Buchstabe oder Diag sich findet. Wird z. B. ge- 
fragt, in -wievielen Theilern der gegebenen Grösse «^ö*c'«' 
der Buchstabe a vorkommt, so brancbt maa uni' zu bestimmen, 
wieviele Theiler (einschl. des Theüers 1) die flbrige Grösse 
b^c'cP' besilat; denn fügt man allen diesen Theilern a,aa,aaa,... 
hinzu, so erhält man alle Theiler der ureprtlaglieiien Grösse, 
in denen a in der ersten, zweiten, dritten, . . . Potenz vorkommt. 
Daraus folgt, dass es so viele Theiler giebt, welche eiuea be- 
liebigen Buchstaben ia der gleichen Potenz enthalten, als die 
übrigen Buchstaben zusammen Theiler zulassen. Da b'^c'tP 
na-ch der obigen Regel 5 ■ 4 • 3 ^ 60 Theiler (eiaschl. 1) be- 
sitzt, so hat die Grösse a^b'a^d^ ebensoviele Theiler, welche 
a enthalten, ebensoviele, welche a* enthalten, u. s. w. Wegen 
der fünften Potenz, in welcher a in der gegebenen Grösse vor- 
kommt, findet man also, dass sie 5 ■ 60 = 300 Theiler besilat, 
[128] In denen a überhaupt vorkommt. Ebenso leicht lässt 
sich die Anzahl der Combinatioaen oder Theiler bestimmen, 
welche z. B. a ia der zweiten, b in der diitten Potenz ent^ 
halten. Denn wenn man den Theileni der übrigen Grösse 
c'(^^, deren Anzahl 4 ■ 3 = 12 ist, noch a^b^ anfügt, so hat 
man offenbar sämmtliohe Theiler, welche tue gestellte Be- 
dingung ei"filUen. 

Mehr Schwierigkeiten scheint vielleicht die Frage nach 
der Anzahl aller Theiler, welche dieselbe Dimension besitzen, 
zu bieten, d. h. nach der Anzahl der Combiaatiouen zn jeder 
einzelnen Classe. Um diese Zahl zn bestimmen, wende ich 
ein Verfahren an, ähnlich dem, welches ich im erateu 
Theile nach Aufgabe IX znr Bestimmung der Anzahl der 
Wtofe in Würfelspielen gebraucht habe. Ich schi'eibe der 
Reihe nach alle Combiaatioasolassen oder alle Dimensionen 
hin, welche in der gegebenen Grösse enthalten sind; also 
alle Zablea von bis 14 für die Grösse a^b^c'tP. Unter 
die ersten sechs Zahlen schreibe ieh sechs Einheiten, d. i. 
um eine mehr als der Espoaeat des ersten Buchstabens an- 
giebt. Darunter schreibe ich nochmals sechs Eiaheitea, unter 



y Google 



120 



Jakob Bernoalli. 



diese wieder seelis Eiuheiteu, uutl so fort, bia icli um eine 
Zeile mehr Einheiten habe als der Exponent des zweiten 
Buchstabeas augiebt. Jede folgende Eeihe aber wird steta um 
eine Stelle nach rechts gegen die vorhergehende eingei-tlckt. 
Dann ad^re ich die senkrecht unter einander stehenden 
Einiieiten, welche die Zahlen 1, 2, 3, 4, ... liefern. Von 
diesen Zahlen bilde ich wieder nm eine mehr Zeilen, als der 
Exponent des dritten Buchstabens angiebt, und zwar ist 
wieäemm jede Zeile um eine Stelle nach rechts gegen die 
vorhergehende einzurficken. Die Snmmatiou der senki-echt 
unter einander stehenden Zahlen liefert die Zahlen 1, 3, 6, 
10, 14, . . .. Von diesen Zahlen aclu-eibe icli in gleicher An- 
ordnung nm eine mehr Zeilen hin, als der Exponent des 
vieiiien Bnohatabens augiebt, nnd addire die in jeder Colnmue 
stehenden Zahle}!. In dieser Weise fahre ich so lange fort, als 
Buchstaben vorhanden srad. [123] Ich erhalte so die folgende 
Tafel *) [welche die Anzahl der Combinationen (oder Theiler) von 
fl°, ffl'Ö*, a'b'e', a°l>'ü'd'^ zn den einzelnen Classen angiebt]: 



Zu com- 


Classe der Combinationen 


Dinge 





1 


2 


3|4 


5 


6 


7 


8 1 9 


10 


11 


12 


13 


14 


a 


I 


1 

l 


1 


1 

1 

1 


1 
1 

1 


J 

I 
1 


j 




i 


! 












an' 


1 


2 


2 

1 


3 
2 
1 


5 
4 
3 
2 


5 
5 

3 


5 
4 




2 
3 
4 
5 


2 

4 


2 
3 


1 


1 






«'6V 


1 


3 


6 
3 
1 


10 
6 


14 
10 


n 

14 
10 


18 

n 

14 


17 
18 
17 


14 10 

17 U 

18 17 


10 
14 


3 
6 
10 


1 
3 
6 


3 


, 


a'b'^^d" 


1 


4 


10 


19 


30 


41 


19 


52 


49 


41 


30 


19 


10 


4 


1 



Es giebt also von a^b'c'd^ je einen Theiler der 0*™ und 
14*™ Dimension, je vier Theiler der l'*" nnd l^^" Dimension, 



) Vgl. auch die Tafcl auf S, ■. 
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n. s. w. Alle diese Theilei-- oder Combiüatiouäzahleii ausam- 
menaddiit geben 360, wie es aueli sein mnsa. Wer frfilier 
bei den Würfelspielen das ähnlielie Yerfahi'eE begriffen hat, 
wird auch dieses leicht yersteheii. 

Weiteres hieiUher, besonders Hber die Theiler einer Grösse 
(was von unserem Ziele zu weit abseits führt), kann man 
nachlesen in den ersten fttnf Abschnitten der »Exereitationes 
mathematieae« von Franciscus nan Schooten und in den 
Kapiteln 3 und 4 der Abhandlung über die Combinations- 
lehre, welche John Wallis seinem »Tractatus de Algebra* 
angehängt hat. Wir beeilen uns zn anderen Dingen zu 
kommen. 



1134] Kapitel VIl. 

Variationen olme Wiederlioluiig. 

In Ten C mblll^tl nen ^tn welchen bii jetzt die Eede 
war wu de keine Rücksicht aif die Oidnuug und Stellung 
der Dinge genommen und e** 1 onnte die aia den diei Buch- 
staben a r m gliche Teinion ent-i^edei c bc oler aci 
oder / c odei ^esclirieben iieiden Zuteilen muss mau 

aber nu'^iei dei "Ve ^elaedenheit der Comb nationen anch die 
Versch edenheit m Ordnung und Stelluns dei combmiiten 
Dinge beachten ti e ps besonders bei "\V{rten und Zahlen 
geschieht Denn ab lat ein aadeies Wort cdei eine andeie 
Silbe "»Is ha und 12 eine »nleie Zihl als 21 wenn inch 
beide Male die Combmatiinen aus denselben Buchstaben und 
Ziffern gebildet sind so unteisekeiden "«le iich doch dmch 
die veri^chiedeue Anoidning deiselbeu 

Es bleibt uns ilso nteli nb ig n liescm und m den 
folgenden Kapiteln die Lehre von den Combmitionen in \ ei- 
. biadimg mit ihien Peimutationeu fd i von den Vanationen '']) 
zu entwickeln indem wii zeigen anf wie\ ele verschiedene 
Arten mehieie teisehiedene oder theilweise ein'jndei gleiche 
Dinge zu emei odei zu mehieien Claasen mit einander 
combmit nnd dann m jedei Kombination peimutirt werden 
können und zwai tvoW \enn Leine« dei gegel enen Dinge 
mit sich selbst omi mit i kn d it nh h p i 1 e^ 

gestattet ist 
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Es ist die Auzalil der Variationea mehrerer 
naadei' vei'Behiedener Diuge, von (Teneu kein 
nit sich selbst combinirt werileE dirf zu eiuer 



1 ht gl V, \m li 1 D 1 

tl m 1 mb I t d A hl 

C Mb I f li P 1 t Ig 1 



1 gl ^i)[ h I p 1 1 IV] J d 



1 C ml t thilt h d EI m t [125] 

1 h [ h r p t 1 I] 1 3 mal I P h f lg 

1 k nihtdAUlOhti 

IRhfldD b ihtt 11 1 

Yfi ml IMlö 111g 

t ml ü 11 1 i h 

()• - -'- - ■' 

Dieses Resultat liefert die folgende 



fitr die Bestimmuug der Anzahl aller Variationen ohne Wieder- 
holimg zu einer bestimmten Olasae: 

Man bilde eine fallende aritlimetische Reihe mit 
der Differenz 1, deren Anfangsglied gleich der An- 
za,}il der Dinge ist und welche so viele Glieder hat, 
als die Ciassenzahl Einheiten; das Produot dieser 
Glieder liefert die gesuchte Anzahl. 

Z. B. ist bei 1 Dingen die Anzahl der Quaternioiien mit 
Berlicksichtignng der Keiheufolge der Dinge gleich 10 ■ 9 ■ 8 ■ 7 
=^ 5040. 

Folgerung 1. Wenn die Classe c gleich der Ajizahl n der 
Dinge ist, so sind die Variationen identisch mit den eiufaehen 
Permutationen der n Dinge, da mau immer alle n Dinge zu 
nehmen hat, was gerade im ersten Kapitel verlangt wurde. 
Dann ist 

«(n-l)(»-2)...(„-<;+l)=»(«-l)(«-2)--l=l-2-3-'-», 
was mit der Regel des ersten Kapitels in Ueb er ein Stimmung 
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Folgerung 2. Die Coinbmationeu alter Ji Dinge zu der 
ilirer Zahl gleiclien Classe n Jässt ebenso liele Permuta- 
tionen zu, als alle Cömbinationen derselbeu Diuge au der 
um i uieflrigereu Classe n — 1 Permutation en zulassen. 
So lassen z. B. fünf Dinge fünfmal so viele Permutationen 
zu als vier Dinge; da aber von fünf Dingen fünf Quateniionen 
gebildet werden können, [126] so lassen diese fünf Quater- 
nlonen ebeusoviele Pennutafionen zu als die eine Quinion, 

denu. ö-4-3-2-l = /''j-4-3-2-l' 

Folgerung 3. Bei beliebig vielen Dingeu ist die Summe 
der Anzahl der Unionen und Binionen (mit Berücksichtigung 
der Eeihenfolge) gleich dem Quadrate der Anzahl der Dinge, 
Nach dei' Regel ist bei n Dingen die Anzahl der Unionen 
gleich n und der Binionen gleich n[n — 1) =ii^ — n\ 
die Summe heider aber gieieh »'. Die neun Ziffern von 
1 bis 9 liefern einfach oder zu zweien genommen 9 ■ 9 ^ 81 
verschiedene Zahlen und ebeusoviele sind unter den Zahlen 
von 1 bis 100, welche weder eine Null noch zwei gleiche 
Ziffern enthalten. 

Folgerung 4, Die Anzahl der Vanatiouen o. W.' zu 
einer beliebigen Classe ist gleicL der Anzahl der Permu- 
tationen von ebensovielen Dingen, von welchen so viele 
einander gleich sind, als die zu der gegebenen parallele 
Clasaenzahl Einheiten hat, und alle andern untereinander 
verschieden sind. Es giebt also ebeusoviele Vaiiationen zm' 
:ite" Classe von 8 Dingen, als es Permutationen von 
8 Dingen giebt, unter denen sich ftmf gleiche befinden; denn 

es ist 8 ■ 7 ■ 6 = j — g — ! - ! ' - ^' — — [vergl. die 2'» Regel 

in Kap. Ij. 

2. Es ist die Anzahl der Variationen von mehreren 
verschiedenen Dingen zu allen Classen zusammen 
zu bestimmen, wenn kein Ding mit sieh selbst 
combinirt werden darf. 

Man erhält diese Zahl, wenn man die nach der vorigen 
Eegel fflr die einzelnen Classen gefundenen Zahlen zu ein- 
ander addirt. Doch kann man diese Zahl etwas leichter finden, 
wenn man eine nicht unwichtige Beziehung beachtet, in welcher 
zwei der gesuchten Zahlen zu einander stehen. 
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Hat man 4 Dinge zu varüren, so ist uaeli äor obigen 
Hegel die Anzahl aller Unionen gleich 4, aller Biuiouen gleich 
4 • 3, aller Temionen gleich 4-3-2, aller QuaternioEen gleich 
4 ■ 3 - 2 ■ 1 imcl mithin aller Valvationen o. W. znaammen gleich 
44-4.3.4-4-3-2 + 4-3-2-1. 

Bei fünf Dingen erhält man auf gleiche Weise für die 
Snmmeii der Variationszahlen für die Clasaen 1, 2, 3, 4, 5 
den Werth 5 + 5-4 + 5-4. 3 + 5-4-3. 2 + 5-4-3-2-1 
= 5{l + 4+4-3 + 4-3-2 + 4-3-2-l); [127] d. h. 
die Anzahl allev Variationen o. W. Ton 5 Dingen ist fünfmal 
90 gross als die um 1 vermehrte Anzahl aller Variationen 
von 4 Dingen. Daraus kann man folgern, dass die Anzahl 
aller Vai-iationen von »j-Dingen ?i-mal grösser ist als die um ! 
vermehrte Anzahl aller Variationen von n— l Dingen (wobei 
aber in beiden Fallen die Nullion ausgeschlossen ist). 

Da es nnii von einem Dinge nur eine Vai-iation gieht, ao 
ist die AuzaU aller Vaiiatioiien von 2 Dingen gleich 2 (l + 1) 

--= i; 

folglioli ist die Anzahl 

aller Variationen von 3 Dingeu gleich 3 (4 + 1) ^ 15, 
und ferner die Anzahl 

aller Valvationen von 4 Dingen gleich 4(15 + I) ^ 61, 
u. s. w,, wie die folgende kleine Tafel angiebt: 

Anzahl der Dinge: 12 3 4 5 6 7 

Anzahl der Variationen : 1 4 15 64 325 1956 13699 

Anzahl der Dinge; 8 9 10 - ■ ■ 

Anzahl der Variationen: 109600 986409 9864100 ■ - • 

Mit den 9 Ziffern 1 bis 9 l^sen aich daher 986 4ü9 Zahlen 
bilden, welche weder eine NuU noch zwei gleiche Ziffei-n ent- 
halten. 



Kapitel VTIl. 

Vtiriatiouea mit Wiederkolnng. 

[128] 3. Es ist die Anzahl der Variationen 
ehreren verschiedenen Dingen zu einer bcstio 
n Classe zu bestimmen, wenn jedes Ding a 
it sich selbst eombinirt werden darf. 



y Google 



WahrscheinliclikeitBTecliiiuiig (Ars conjectandil. 125 

Wälireiid im vorigen Kapitel kein Ding mit suh selljst 
combinirt -werden durfte, ist dies hier gestattet es l^ann em 
Ding in einer Combiuation beliebig oft sioli 'wiederliolen Wie 
vorhin ist aber wieder nach der Anzahl dei Cumbinationeu 
gefragt, welche man bei Beriioksichtignng dei Oidunng und 
Stellung der Elemente erhält. 

Es seien beliebig viele Dinge oder Buchstaben a, h, c, d, . . . 
gegeben, deren Anzahl gleich m sei. Dann giebt es offenbar 
m Unionen. 

Diesen Unionen setzt man den Buchstaben a vor nud er- 
hält dadurch alle Binioneu aa, ab, ac, ad, . . ., welche 
mit a beginnen und deren Anzahl ebenfalls gleich m ist. 

Dann setzt mau den einzelnen Unionen den Buchstaben b 
vor und erhalt alle Biuionen ba, ib, bc, hd, . . ., 'ivelche 
mit h beginnen und deren Anzahl wieder gleich m ist. 

In gleicher Weise setzt man den dritten Buchstaben c, 
den vierten Buchstaben d und die übrigen Buchstaben, wenn 
noch mehi- gegeben sind, den einzelnen Unionen vor und er- 
hält dadni'ch immer neue Binioneu, die tbeils mit c, theils 
mit d, theils mit einem der übrigen Buohstabeu beginnen, 
und zwar beginnen jedesmal die m Biniouen mit dem gleichen 
Buchstaben. Auf diese Weise hat man offenbar sämmtliohe 
Binionen erhalten und zwar auf alle Arten permutirt, Ihre 
Anzahl ist daher um sovielmal grösser als die Anzahl der 
Dinge, als Dinge gegeben sind; mithin ist sie fflr m Dinge 
gleich fnm oder m^. 

Wenn man nun diesen Binionen von neuem die einzelnen 
Dinge hinzufügt, indem man der ßeihe nach jedes einzelne ge- 
gebene Ding allen Binioneu voransetzt, so erhält man alle Ter- 
nionenffwt/, aah,aac,aad, ..., aha, abh, Von diesen be- 
ginnen immer so i-iele mit demselben Buchstaben, als Biniouen 
gefunden worden waren, und mithin ist die Anzahl aller Ter- 
nioneu um ebensovielmaS gi'öaser als die Anzahl der Biniouen, 
wie die Anzahl der gegebenen Dinge angiebt; sie ist also 
gleich m^. 

Auf gleiche Weise erhält mau alle Qnatemiouen, wenn 
mau den Ternionen die einzelnen Dinge der Eeihe nach voran- 
setzt, und es ergieht sich deren Anzahl gleich m*. 

[129] Offenbar ist die Anzahl der Yariationeu zu einer 
beliebigen Classe immer der tn^^ Theil von der Anzahl 
der Variationen zu der nächstfolgenden Olasse. Da also 
die Anzahl der Quaternionen gleich m' ist, so ist dir 
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Anzahl (lev Quinionen gleicli m', der Senionen gleich wi" und 
iillgemeiu der Variationen zn der w'^" Olasse gleicli jn". 
Daraus folgt die 

Regel 

ffli' die BcstimmiiBg der Anzahl aller Vaiiationen mit Wieder- 
liolung zu einer beatimmteu Classe: 

Die gegebene Anzahl von Dingen erhebe mau zu 
der Potenz, deren Exponent gleich der Claasen- 
zahl iät, wodurch man die gesuchte Zahl findet. 

Z. B. ist bei neun Ziffern die Anzahl aller Quaternionen 
mit Wiedei^holimg und der ana ihnen abgeleiteten Permnta- 
tionen gleich 9*= 6561. Bbenaoviele vieratellige Zahlen, in 
denen keine Null vorkommt, giebt es zwischen 1 000 und 1 000. 
So laaaen sich ans den vier Vokalen A, E, F, 0, durch welche 
in der Logik dei' vierfache Unterschied der Fi-theile hinsicht- 
lich ihrer Quantifüt und Qualität^') ausgedrückt wird, 4^ = 64 
Ternionen bilden; deshalb giebt es auch ebensoviele gute und 
schlechte Modi des kategorischen Syllogismus, nicht nur 36, 
wie Aristoteles und seine Interpreten lehren. Wenn man noch 
die unbestimmten und singulären UrtheUe von den allgemeinen 
und particularen unterscheidet, so entsteht ein achtfacher Unter- 
schied der Uiiiieile,' und die Zahl aller Modi steigt anf 

4. Es ist die Anzahl aller Variationen mit Wie- 
derholung zu mehreren Classen zusammen zu be- 
stimmen. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, [1301 dass die Summe 
aller Variationen zu den Olassen 1, 2, 3, .... a gleich der 
geometri sehen Keihe 



ist, deren Summe gleich 



ist. Es verhält sich also m — 1 zu m, wie sieh m" — i za 
der gesuchten Zahl verhält; hieraus ergiebt sieh die folgende 
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Hegel 

ftlr tlie Bestimmung der Anzahl aller Variationen mit Wieder- 
holimg zu allen Clasaen von 1 bis n (einschl.) ; 

Die gesuchte Zatl verhält sich zu der um 1 ver- 
minderten n^^ Potenz der Auzah! aller Dinge, wie 
die Zahl aller Dinge zu der um 1. verkleinerten Zahl. 

Z, B. verhält sich die Anzahl aller Variationen mit Wie- 
derholung au den Classen 1 his 6 [einschl.) von 10 Ziffern 
zu 10" — 1, wie sieh 10 zn 9 verhält; daher ist die gesuchte 

Zahl gleict " ~^ 10= IUI HO. 

Nicht alle diese Variationen stellen aber verschiedene Zahlen 
dar, denn wenn Zahlen mit einer oder mehi'eren Nullen be- 
ginnen, so unterscheiden sie sich nicht von den Zahlen, welche 
die übiTgen Ziffern ohne die Nullen am Aufauge bilden. Um 
alle therflüasigeu Variationen auszuscheiden, muss mau be- 
denken, dass von den zehn einziffrigen Zahlen nur eine, die 
Hüll nämlich, Überflflsaig ist. Von den zweizifiiigen Zahlen 
sind 10 flbei'fiüssig , da die Null einmal allen Zifiem vorge- 
setzt wei-den kann. Von den ZaJiIeo, welche aus diei Ziffern 
beateheu, sind 100 llbarflnsaig, da die Null entweder [131] 
dreimal allein (000) steht oder zweimal den tibiiKen neun 
Ziffei-n oder eümtal den zwischen 9 und 100 hegenden zwei- 
ziffr^en Zahlen vorgesetzt ist. Uuter den mit vier Ziffern 
geschriebenen Zahlen befinden sich 1000 Itberflüasige, denn 
den einzelnen Zahlen von bis 999 einschl. kann man eine 
oder mehrere Nullen vorsetzen, damit Variationen zur 4*'" 
Classe entstehen, Ana der gleichen Ueberlegnng heraus findet 
man unter den fünfziffrigeu Zahlen lOOOO und unter den 
aechaziffrigen Zahlen 100 000 ilberfliissige. Subü'ahirt man 
die Anzahl aller dieser überflüssigen Zahlen, d. i. 1 1 1 1 1 1 von 
der zuerst gefundenen Zahl 1111110, so bleibt 9999Ö9, 
und dies ist die Anzahl aller der Variationen aus 10 Ziffern 
zu den Olassen 1 bis 6 (einaohl.), welche' ebenso viele ver- 
schiedene Zahlen darstellen. Dieses Eeaultat ist aber ohne 
weiteres einleuchtend, da man durch das Zählen von 1 bis 
1000 000, der ersten und kleinsten siebenzifl'rigen Zahl, genau 
999999 verschiedene Zahlen findet; die Zahl 999999 ist die 
letzte und grösste sechsziffrige Zahl, auf welche unmittelbar 
die nur um 1 grössere Zahl 1 000 000 folgt. 
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Ebeuso läsät sich die Äuaahl alier VariatJonen der 24 
BuehBtaben des Alphabets zu dea ersten 24 Olasaea flndeu; 
es verhält sieh 23 : 24 wie die 24'^ Potenz von 24 [die 
Subtraetion von 1 nnterlässt man, da gegenüber 24*^ die 
Eins nioM ins Gewicht fäDt) zur gesuehten Zahl. Mit Hülfe 
von Logaiithmea findet mau leicht, dass diese Zahl aus 
34 Ziffern besteht und grösser als 1391 Quintillioneu ist. 
Ebenso gross ist die Zahl aller brauebbaa-en und unbrauch- 
baren Wörter, welche man aus den 24 Buchstaben des 
Alphabets auf jede Weise uuter der Vorauasetöuug bilden 
kann, daas dieselben zu nicht mehr als 24 uiit einander 
variiit werden. 

Es ist hier der geeignete Ort, um auf den eigenthüm liehen 
innigen Znaammenhang zwischen den Variationen und den 
Potenzen von Polynomen aufmerksam zu machen. Zui' Auf- 
findung aller Variation sbinionen der Buchstaben «, b, c, d, . . . 
muss man, wie im Anfange dieses Kapitels gezeigt ist, jeden ein- 
zelnen Buchstaben jedem andern vorsetzen, [132] und zur Auf- 
findung aller Vaiiationateniionen muss man nochmals jeden ein- 
zelneu Buchstaben allen jenen Binioueu vorsetzen, n. s, w. 
Dasselbe aber geschieht auch, wenn der Ausdruck (];+'^-i-'^4-'^+-" 
auf die zweite, dritte, Potenz u. s. w. erhoben werden soll. 
Daraus folgt also, dass dieBmloueu der Buchstaben «, b, c,d, .,., 
wenn man sie als Theile eines Polynoms betrachtet, alle 
Glieder seines Quadrates, dass die Temionen alle Glieder 
seines Cubus angeben, u. s. w. Die Glieder einer beliebigen 
Potenz eines Polynoms sind also die additiv verbundenen 
Variationen seiner Theile, gebildet zu der Clfßse, welche 
gleich dem Poteaaesponenteu des Polynoms ist. Da aber alle 
Glieder, welche dieselben Buchstaben, nur in verschiedener 
Anordnung enthalten, dasselbe Product darstellen, so fasst man 
sie, der Kürze wegen, in ein Glied zusammen, indem man 
diesem die Zahl der gleichen Glieder, welche der Coefftcient 
des Gliedes genaunt wird, vorschreibt. Dieser Ooeffioient eines 
jeden Gliedes ist aber offenbar identisch mit der Zahl der 
Permutationen, welche aus den Buchstaben dieses Gliedes ge- 
bildet werden können. Die Entwickelung einer beliebigen 
Potenz eines Polynoms hat so viele Glieder, als die Anzahl 
der Combinaüonen mit Wiederholung beträgt, welche aus den 
einzelnen Buchstaben des Polynoms zu der, jenem Potenz- 
expo acuten gleichen Olasse gebildet werden könneu [vergl. 
Kap. V.]. 
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Diese Bemerkuug ist oft von grossem Nutzen , da mau 
mit ihrer Hülfe für eine beliebige Potenz eiues Polynoms so- 
wohl die Anzahl der Glieder als aiich den Coefficienten irgend 
eines Gliedes leicht beatimmen kann. So besteht z. B. die 
10'^ Potenz des Triaoms ß + ö + c [nacli der Regel des 

Kap, V] f^u!^ { ,-i) = ( o") "^ ^^ Gliedern, und ca ist dei- 
Cocffident des Gliedes a'Po^ [naoh der zweiten Kegel dos 

,n ,,,l-2-3-4-5-G-7-S- 9 '.lO 
Kap. I] sle,.h i.,.3.4.5.i,ä -JTTTT = '=''°- °" 

dritte Potenz von a -^ 5 H- e + <? hat j | = 2Ü Glieder, und 
die Coef Seien teu von aah und abc sind ü und 6. 



Kapitel IK. 
Aiizalil der Variatioueii mit bescliriiiikler Wieierliolnug. 

Ich mache hier dieselbe Annahme wie im sechsten Kapitel; 
während aber dort alle verschiedenen Anordnungen einer 
Combination für eine einzige gezählt wnrden, werden sie hier 
als ebenso viele verschiedene Vaiialionen gerechnet. Ueber 
das in diesem Sinne gestellte Problem finde ich nichts Be- 
stimmtes bei den verschiedenen Antoren. Ich ermittle die 
igesnchte Zahl in folgender Weise. 

Es seien z. B. die Bnchataben a, b, c anf alle Arten zu 
variiren unter der Bedingung, daaa in keiner Variation a öfter 
als 4-mal, i Öfter als 3-mal nnd c öfter ala 2-mal wieder- 
holt wird, oder mit anderen Worten, es sollen die Buchstaben 
ß'Ö'c*, unter denen 4, 3 und schliessliei 2 einander gleiche 
sich befinden, auf alle Weisen (ohne Wiederholung) variirt 
werden, und ea soll die Anzahl der Vailationea sowohl fflr 
jede einzelne Clasae, als auch für alle Claftsen zusammen 
bestimmt werden. 

Wird die Nulhon durch I bezeichnet, so sind augenschein- 
lich die Vai'iatiouen , welche aua «* gebildet werden können: 
t, ffl, a', u^, ffi*. Diesen hängt man zunächst b, dann i' und 
schliesslich Ö' an und erhält so: b, ab, a*b, a'b, a'b; b^, 
ab^, a^b'^, a^b^, a'6^ nnd 6', ab^, n*ö', a^b'', a*b-', ganz ao, 
wie es im Kap. VI geschehen ist. Die ersten fünf dieser Com- 

OstwaM's Klassiker. W;. 9 
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plexionen, welche h einmal enthalten, laaaen bez. 1, 2, 3, 4, 5 
Pei-matationen au, und liefern dadurch b; ah und ha; aab, 
aha und haa usw. Die zweiten fünf Complexiouen, 
welche b zweimal entlialten, lasseu 1, 3, 6, 10, 15 Permu- 
tationen (gemäss dea Dreieckszahleu) zu und geben hh\ abh, 
bah, bha u s w Die dritten fünf Complexionen, welche b 
dreimal enthalten lassen 1, 4, 10, 20, 35 Permutationen (ge- 
mäss den Vieieckaz'ihlen) zu und liefern bbb\abbb,babb,bbab 
lind hbba u s w Wlü'de b noch öfter in Complexionen auf- 
ti'eten, so würden die zugehörigen Permutation azahlen wie 
die höheren figurii'ten Zahlen fortaehreiten. Nun fügt man den 
sämmtliohen bisher ei'halteneu Variationen 1; a, h\ aa, ah, 
ba, bb\ aaa, aab, aba, haa, ahb, hab, bha, bbb\ ... 
den dritten Buchstaben c erst einmal und dann zweimal hin- 
zu und erhält die neuen Complexionen c; ac, hc; aac, ahc, 
bac, bbc; ... [134] imd cc; acc, hcc; aacc, abcc, bacc, 
bbcc; ... . Ton diesen lassen die ersteren, in welchen c 
nur einmal vorkommt 1 , 2 , 3 , 4 , ... Permutationen (nach 
den natflvliehen Zahlen) zu hinaiebtlich dieses Buchstabens c, 
ohne Aenderung der Reihenfolge der übrigen Buchataben; 
denn die Union c läast eine Permutation zu, jede der Binionen 
ac und hc zwei Permutationen, jede der Ternionen aac, 
ahc, bac, bbc drei, u. a. w. Die Complexionen aber, 
welche e* enthalten, gestatten (nur In Bezug auf c) 1, 3, 6, 
10, ... Permutationen (nach den Dreieckszahlen); nämlich die 
Binion cc gestattet eine Permntation, jede der Ternionen aoc 
und bcc deren zwei, jede der Quatemionen aacc, abcc, 
bacc, hhcc deren aeehs, u. s. w. Diese Zahlen gelten — 
wie nochmals ausdrücklich hervorgehoben werden soll — nur 
bei unveränderter Reihenfolge der von c verschiedenen Buch- 
staben, denn sonst würde z. B. abcc nicht 6, sondern 12 Per- 
mntationen zulaaaen, deren Hälfte aber der andern Qnaternion 
bacc zuzutheilen sind. Wäre noch ein vierter Buchstabe vor- 
handen, ao würde dieser nun in ähnlicher Weise mit allen 
bisher gefundenen Complexionen seiner Dimension entepreehend 
ein- oder mehrmals verknüpft; die ao neu entstehenden Com- 
plexionen gestatten hinsichtlich des vierten Buchatabens Per- 
miitationen, deren Zahlen wie die natürlichen Zahlen, die Drei- 
eckazahlen, . . . fortschreiten, je nachdem der vierte Buehatabe 
einmal, zweimal, . . , hinzugetreten iat, Auf diese Weise 
kann keine der gesuchten Variationen übersehen und auch 
keiue doppelt gezählt werden. 
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Ans diesen Erörterungea wird aber <lie Construction der 
folgenden Tafel leiolit verständlich, durch welche die Anzahl 
der gesuchten Variationen sowohl zu den einzelnen Classen 
als auch zu allen ziisammeu sieh hestimmen läsat. Man schreibt 
der Reihe nach alle Classen hin, zn welchen die gegebenen 
Dinge, also hier a''b''c', Variationen eingehen können; diea 
sind hier die Zahlen bis 9. Unter die ersten derselben 
schreibt man um einmal mehr die Zahl 1 , als der Exponent 
des ersten Buchstabens Einheiten hat, d, h, hier fünfmal, In 
die nächste Zeile schreibt man ebensoviele Zahlen der natür- 
lichen Zahlenreihe, in die dritte ebensoviele Dreieokszahlen, 
in die vierte ebensoviele Viereokszahlen nnd so fort, bis man 
um eine mehr Zeilen hat, als der Exponent des zweiten 
Buchatabens angiebt; hierbei iat, wie ea auch im Kap. VI der 
Fall war, jede folgende Zeile um eine Stelle nach rechts 
gegen die vorhei^ehende einzurücken. Dann addirt man die 
senkrecht unter einander stehenden Zahlen. Diese Summen- 
zahlen werden mit ebenaovieleu Zahlen der natürlichen Zahlen- 
reihe, dann mit ebensovielen Dreieckazahlen, nnd so fort, mul- 
tiplicirt, bis man (einsohl, der Zeile mit den Summenzahlen) 
nm eine mehr Zeilen hat, als der Exponent dea dritten Buch- 
stabens angiebt; jede folgende Zeile ist dabei wieder um eine 
Stelle gegen die vorhergehende nach rechts einzurücken. Dann 
addirt man sämmtliche Columnen dieser letzten Zeile. Nach 
dieser Vorschrift hat man fortzufahren, wenn noch mehr Buch- 
staben gegeben sind. [135] Durch die letzte Addition erhält 
man die Anzahl der geforderten Variationen zu den einzelnen 
Classen, deren Quersumme die Anzahl dieser Variationen zn 
allen Ciasaen zusammen bestimmt. Hier folgt die Tafel 
für a'h^c-: 
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Die letzte Zeile der Tafel liefert die Anzahl der Variationen 
(o. W.) aus a^b^c^ zu den einzelnen Classon bis 9; 
die Qneranmme aller dieser Zahlen ist' 4025 und aoviele 
Variationen zn den Classen bia 9 zusammen giebt ea. Die 
Richtigkeit dieses Verfahrens kann man noch dadurch be- 
stätigen, daas man sieh [nach Kap. VI] die 5 ■ 4 ■ 3 = 60 Com- 
binationen von a'i^c' bildet, hinter jede dieser ßO Oombi- 
nationen die zugehörige Pei-mutationszahl schreibt und dann 
alle Permutationszahlen addirt*). 

[136] Sieht man von der Nullion ab, welche keine Zahl 
liefert, so folgt aus dem Vorstehenden, daas aus di'ei ver- 
schiedenen ZiffeiTi (die Null ausgeschlossen) 4024 ver- 
schiedene Zahlen gebildet werden können, in welchen die eine 
Ziffer nicht Öfter als viermal, eine zweite nicht öfter als drei- 
mal und die diitte nicht öfter als zweimal vorkommt. Wie- 
viele Ziffern aber auch gegeben sein mögen, immer ist die 
Anzahl ihrer Variationen zur höchsten Classe, welche gleich 
der Anzahl der gegebenen Dinge ist, gleich der Anzahl ihrer 
Variationen zur nächatniedrigeren Classe 's). 

Damit bin ich an das Ende dessen gekommen, waa ich 
über die Combinatorik hier zu sagen mir vorgenommen hatte. 
In diesen letzten Kapiteln**), in welchen [137] bei den Com- 
binationen anch die Ordnung und Stellung der Dinge berflck- 
sichtigt wurde und ein und dasselbe Ding in der nämlichen 
Complexion öfter vorkommen konnte, hätte ich allerdings 
wieder noch eine Eeihe von Fragen mir zur Lösung vorlegen 
können So hätte ich fi'agen können, in wievielen Combi- 
n^tlonen bez Variationen ein oder mehrere bestimmte Dinge 
1 oder einzeln vorkommen, ähnlich wie es in Kap. IV 
;, oder irgend ein Ding ein-, zwei-, drei-, vier-... mal 
voikommt, oder keinea der gegebenen Dinge mehr als ein-, 
zwei-, diei- .mal vorkommt; oder ein bestimmtes der ge- 
gebenen Dmge den ersten, zweiten, dritten ... Platz einnimmt; 
und dergleichen Fragen mehr. Da aber Fragen dieser Art in 
unbegi'enzter Zahl gestellt werden können, so ziehe ich es 
vor, auf keine einzugeheu und für den Fall, dass einige 
solcher Fragen für spätere Unterauehnngen wichtig werden, 
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diu Lösung derselben erat dann zu geben, statt jetzt durch 
solche specielle Unters uohuiigen ein Untcmehiaen anzufangen, 
bei welchem ein Ende nicht abzusehen ist. Deshalb schliesse 
ich biei-mit den zweiten Theil dieses Buches und wende mich 
sofort zu dem dritten Theile, in welchem ich den grossen 
Nutzen der Combinationslehre für die Wahrscheinliclikeite- 
rechniing an sehr vielen Aufgaben der verschiedensten Art 
deutlieh zeigen werde. 
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Um die volle Bedeutung vmi Jakoh BernotiUi'% Ars coii- 
jeetandi, vou dereu Eracheineii an eine ueue Epoelie iu 
der Eutwickelnng der Wahraeheinliolikeitsrechming datii^t wer- 
dea musa, in das rechte Lieht ti'eten zu lassen, sei zunäclist 
in Kürze der Stand dieser mathematiaolien Disciplin skizzirt, 
ehe sich SemouUi derselben zuwandte. Denjenigen Leser, 
welcher noch ausführlichere Mittheilungen über die geachiehÜieliB 
Entwickelung der Wahrscheinliehkeitarechnung wünscht, ver- 
weise ich auf die beiden Werke: Todhunter, A hiatory of 
the mathematical theory of prohability from the 
time of Pascal to that of Laplace (Cambiidge and Lon- 
don, 1865)iinditf. Care^o?-, Vorlesnngeu Über Geschichte 
der Mathematik, 2. imd 3. Band (Leipzig, 1892 und 1898), 
welchen auch die folgenden hiatorisehen Angaben zumeist ent- 
nommen aind, 

Die Glücksspiele, welche sich an allen Zeiten und fiberall 
einer grossen Beliebtheit erfreut haben, muästen frühzeitig 
gewisse Fi'agen der Wahrscheinhchkeitsrechnung nahe legen, 
und in der That tritt der BegrifE der mathematischen Wahr- 
acheiulichkeit uns zum ersten Male beim Würfelspiele ent- 
gegen. Wie LiM in seiner Histoire des scieneea 
mathömatiques en Italic angiebt, finden sich in einem, 
1477 in Venedig gedruckten Commentai'e zu Dante'a Divina 
Commedia Untersuchungen über die Häufigkeit der mit drei 
Würfeln mögliehen Würfe angestellt. Bald darauf finden wir 
in einem mathematischen Werke, der Summa de Arith- 
metica öeometria Proportioni et Proportionalita von 
Luca Paciuolo (ea, 1445 — ca. 1514), welche 1494 in Venedig 
gedi'uckt wurde, zwei sogenannte Thellungsaufgaben, deren 
eine zwei, deren andere drei Spieltheilnebmer voraussetat, 
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e t llt r e J ge 1 seil d i 1 b Tel l 

e u^e Entwickdung de m tlwmit chen HÜtsm ttel z je 
Ze t II eht W mder nehmen kinn Setzt man iii Stelle der 
Zahlen u de e sn A fgabe B chstahen so will Ptzct olo 
he e ae H Glück sp ele velches luf s von e nem Sj ele z 
^e VI nende E nzelsp ele ge ehtet at le E usatz zw sehen 
den be den Speie n vou vel hen de ene / de "lule e j 
St ele he e ts gewonnen htt m Ve ! Iltn se p q the len 
Hteiommo Cmäano (1501 — ^1576) eikennt zivai m seiner 
Practica Arithmeticae generalis [von 1539), das^ diese 
Löanng falsch ist, and dass ihr Fehler voinebmlich in dei 
Kichtberflckaiehtignng der Zahl s, dei Anzahl allei zu a;o- 
winnenden Spiele, liegt, giebt aber selbst ebenfalls einen 
unrichtigen Werth für das obige Veihaltni9%, namlicb 

[1 + 2 + 3H |-[s-y)]:[l+2 1-3+ +(.-/>)] 

Nicolo Tartaglia (1500—1557) ist In seinem General 
Trattato di nnmeri et misure (von 1556) sogai' der An- 
sicht, dass es ^keine streng beweisbare Auflösung der Aufgabe 
gäbe, weil die Aufgabe mehr nach Recht als nach Verniinft- 
griinden au behandeln sei«, and bezeichnet [s-^p — q) : (s-f-^ — p] 
als das gerechteste Theilungsverhältniaa. Bei Cardano findet 
sich noch, wenn auch in etwas anderer Faasnng die Anfgabe, 
welche später von Niclaus I. Bernoulli (1713) gestellt nnd 
von Daniel Bernoulli in seiner neuen Theorie eines Maaases 
für den Zufall (Abhandltmgen der Petersbargei' Akademie 1730 
nnd 1731, deutsche Uebersetziuig mit Anmerkungen von A. 
Prmgsheim in der »Sammlnng älterer und neuerer staats- 
wissensobaftlieher Schriften des In- und Analandea, Leipzig 
1896) behandelt wurde nnd welche seitdem als Petersburger 
Problem berthmt geworden ist. Eine andere Ai'beit Car- 
dano' s wii'd später noch Erwähnung finden. 

Auf diese Vorläufer folgen als eigentliche Begründer der 
Wahrscheinliehkeitsreclmnng (geomötrie du hazard oder 
aleae geometria), welche gleichzeitig und unabhängig von 
einander auf verschiedenen Wegen zu ihren Grundlagen ge- 
führt wnrden, die beiden französischen Mathematiker Blaise 
Pascal (1623— 1GG2) nnd Pierre de Fermat (1601 — 1665). 
Dem Ersteren wurden von einem Spieler de Mere zwei Fragen 
geatelit, von welchen die eine zu wissen wünscht, mit wie- 
vielen Würfen man es wagen kann, mit zwei Würfeln den 
Sechserpasch werfen zu wollen (vgl. 8. 32 dieses BSudchens), 
und die andere nach dem Theilungsverhältnisse des Spiel- 
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zwei Sjiielei'n fragt, wenn sie das Spiel vor seiner 
Beendigung abbrechen. Letztere war es besoadera, welche 
Pascal'a Interesse erregte, uud er erkannte sehr richtig, dass 
es nur auf die Anzahl der Gewinnapiele ankommt, welche 
jedem Spieler, nm zu gewinnen, nooli felileu. Pascal gab die 
Lösuug mit Hülfe seiner »mötliode des partis«. Wird das 
Spiel durch dreimaliges Gewinnen des einen Spielers eutschieden 
und hat A einmal, JS noch keinmal gewonnen, so schlieast 
Pascal folgen dermaaa 3 en. Hätte A 2- und B l-mal gewonnen, 
so würde das nächste Spiel A entweder den Einsatz ge- 
■\yinaen lassen oder beide Spieler gleichstellen. Mithin gebührt 
A unbedingt die Hälfte des Einsatzes von vorn herein, und 
er spielt nur nm die andere Hälfte, von welcher, wenn daa 
folg ende 'Spiel nnterbleibt, jedem der Spieler die Hälfte, d. i. 
-\ des Einsatzes zukommt. Folglieh muss A | und B |- des 
Einsatzes erhalten. Wenn aber A 2- nnd B keinmal ge- 
wonnen hätte, so würde A durch das nächste Spiel entweder 
den ganzen Einsatz gewinnen oder ai\f den Stand der vorigen 
Annahme kommen, na«h welchem er ^ des Einsafaes zu for- 
dern hat, Er spielt also nur mn -|, und folglich geblihrt ihm, 
wenn das nächste Spiel unterbleibt, 5 -+- ^ ■ -1 = ^ und B j- 
des Einsatzes. Steht daa Spiel, wie uraprünglich vorauagesetzt 
wurde, auf 1 zu Gewinnspiele, so bringt das nächste Spiel 
A und B entweder anf 2 au oder auf 1 zn 1, Im ersteren 
Falle gebühi't ihm -^ des Einsatzes, im letzteren ^, und mithin 
spielt er nur nm -^ — ^ ^ -|, wovon ihm -j-^- ziilcommt, wenn 
daa Spiel unterbleibt. Folglieh hat er ^ des Einsatzes und 
B -^ desselben zu fordem. Bei der Verbesserung dieser 
Methode bediente sich Pascal des von ihm erfundenen arith- 
metischen Dreieoka [Traite du triangle arithmötique) und 
aeine änaserat elegante Methode [vgl, M. Cantor, a, a, 0., Bd. 2, 
8,689 — 691) steht, wie Cantor mit Recht hervorhebt, der so- 
gleich zu erwähnenden combinatoriseheu Methode Fermat's 
sicher nur deshalb nach, weil sie sich nicht, wie die letztere, 
anf mehr als zwei Spieler ausdehnen iässt, 

Fermat wandte die Comhination sichre auf die obige Auf- 
gabe an, Indem er sich sagte, dass mit spätestens vier weiteren 
Spielen daa Spiel beendigt aein müaae, Heber den Ausfall 
dieser vier Spiele zn Gunsten des A oder des B sind 16 
verschiedene Möglichkeiten vorhanden, welche sich mit Hülfe 
der Gombinationalehi-6 leicht ai^eben lassen und von denen 
11 dem A und 5 dem B günstig sind. 
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Pascal uiicl Fertiat theilteii =*k]i iliie ^eisin-lit und Me 
tliodöE gegenseitig bnetlicli mit und es ist iliie Emmiitli^Leit 
um so erfi'euliclier , wenn m'ui int die eibitteiten Stieitig 
keiten hinbliekt, welche -nenige Jihizehnte spatei zwischen 
Leibniz und Neivton, zwischen Jakob und Johann Bei 
noulli geführt wurden Beaondeis schön lusseit sich diese 
Frecde an den heidei zeitigen Entdpckungcn m emem Bnete 
Pascdl\ an Fermat vom li JiÜi 1654 »Je ne doute plus 
malntenant que jö ne sois dins !a vöiite apiLS la lentontre 
admirahle oft je me tiouve wec lous Je vois bien que U 
vöiitß est la mgnie ä fonlonse et i Pans *) (vgl M Cantoi 
Histonsehe Notizen über die Wahraoheinhchkeitsrechnnng, Halle 
1874). In die Oeffentlichkeit drang von dieaen UEterauehnn- 
gen und Resultaten nur mflndUoh Kunde, da Pascafs Traitö 
dn triangie arithmctiqiie erst 166S, drei Jahre nach seines 
Verfaaaers Tode, und sein Briefwechsel mit Fermat noch 
später veröffentlicht wurde. 

Gespräohsweiae hatte auch Christian Htiygem (1629— 
1695) während seLaer Anwesenheit in Paris im Sommer 1655 
Kenntnisa von dieaen ganz neuen Ünterauehungen erhalten, 
ohne aber die von Pascal und Fermat geheim gehaltenen 
Methoden Icennen zu lernen, Daher konnte er mit Eeoht in 
der vom 27. Apiil 1657 datirteu VoiTede zu seiner Abhand- 
lung; »De ratiociuiis iu ludo aleae« behaupten, dass er 
den ganzen Gegenstand von den ersten Anfängen zu entwickeln 
genöthigt gewesen sei, wenn er aaeli Pascal's und Fermat'ä 
Priorität voll anerkenne. Die nrsprilnglioh holländisch ge- 
schriebene Abhandlung 3uygens' ei-sehien in lateinischer 
üeberaetziujg ala Anhang zu den Exercitationum mathe- 
maticarnm libri quinqne (vom Jahi'e 1657) des jüngeren 
Franoiscus van Schooten (1615—1660), welcher Professor 
an der Universität Leyden und der Lehrer von Huygena wai'. 
Die Methode, welche Huygens benutzt, ist die des arith- 
metischen Mittels und findet ihren prägnanten Ansdruok 
in dem Satze III auf Seite 7 dieses Bändohena; mit ihrer 
Hülfe löat dann Miiygens eine Eeüie von Aufgaben Aber 
Grllieka- und Wflrfelspiele, welche aber sämmtlieh nnr in Zahlen- 
werthen gestellt sind. 

*] Ich zweifele jetzt nicht mehr an der Eichtigkeit meiner 
Eeanltate, da ich mieii in so be wund erna würdiger Üebereinstimmung 
""''■''' ' ' "'e Wahrheit dieselbe in Toulouse 



y Google 



138 Anmerkungen. 

Hiei'mit ist der StaucT der Watraelieinliohkeitsreclmmig 
akizzii't, wie er sioli darbot, als Jakoh BernouUi sich mit 
derselben zu beschäftigen anfing. Dean wenn auch seiae 
Ars eoujectandi ihrem Eracheinen nach, einer späteren Zeit 
angehört, so ist zu beachten, dass sie thatstlehlich, wenigatena 
ihrem Inhalte nach, in einer frflheren Zeit (ca. 1680 — 1685) 
entßtanden ist, da BernouUi seihst angiebt, dass er sein be- 
lühmtes Theorem vor nngefähr 20 Jahi'en gefunden hätte. 
Es sind sogai' Werke über WahrseheinUclikeitai'echnung, welche 
zwai' vor JBernouUi's Ars conjectandi erschienen sind, 
schon von dieser beeinflusst gewesen, da ihre Verfasser Nach- 
richten Bher die BernouUi' soiiBn Forschungen bekommen hatten, 
wie dies z. B. de Montmort von seinem Werke ausdrtleklich 
bemerkt. Ehe ich mich aber der Besprechung des Ars con- 
jectandi zuwende, seien hier — dem in Osiwald\ Klassikern 
üblichen Gebranche folgend — einige knrze Angaben über 
Jakob BeiyiouUi's Lebenssclucksale eingeschaltet. 

Ein Voi-fahre von Jakob BernouUi hatte in der zweiten 
Häifte des 16, Jahrhunderts Antwerpen verlassen, um sich 
den dortigen religiösen Terfolgnngen zu entziehen, und sieh 
in Pi'ankfurt am Main niedergelassen. Von hier siedelte einer 
seiner Enkel im Jahre 1622 nach Basel Aber, wo dessen ältester 
Sohn Niclaus (1623 — I70S) als Kaufmann und Mitglied des 
gi'oasen Eathes von Basel zu hohem Ansehen gelangte. Von 
seinen elf Kindern sind das fitnftö nnd zehnte die beiden be- 
rühmten Mathematiker Jakob und Johann, Der ältere der 
beiden Brilder Jakob, welcher uns hier vornehmlioli interessirt, 
wnrde am 27. December 1654 in Basel geboren. Nach dem 
Willen seines Vaters atudirte er Theologie, daneben aber seinen 
eigenen Neigungen folgend Mathematik nnd Astronomie. Nach 
der Beendigung seines Studiums (1676) untemahm er längere 
Reisen, von denen er im Jahre 1682 nach Basel zurückkehrte. 
Dort widmete er sieh, nachdem er eine ihm angebotene Prediger- 
steile m Strassburg im Eisaas ausgeschlagen hatte, gaiiz der 
Lehi'thiltigkeit in Mathematik und Physik und erhielt im Jahre 
1687 die Profeasni' fflr Mathematik an der Baseler Univer- 
sität, wo sein jüngerer Bruder Johann (1667— IT'IS) sein 
hei-voiTagendster Schüler wai' und naoh Jakob'« Tode auch 
seine Professur erhielt. Im Jahre 1699 wurde /öA^oi in Folge 
seiner ausgezeichneten wissenschaftlichen Erfolge Mitglied der 
Pariser Akademie. Schon im Alter von 5 1 Jalu'en enti'iss ihn 
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am 16. August 1705 cia allzu früher Tod der Wisseuaoliaft ; 
seinem Wunsclie gemäss wm'de auf seinem Graloatem eine 
logarithmisclie Spirale, welchev er zwei beilllimte Abhandlun- 
gen gewidmet Iiatie, mit der Unterschrift: »Eadem matata 
reeurgo**) eiugemeisselt imd dadurch gleichzeitig seinen 
wisBenachaftlicheii Erfolgen und seinem Glaiihen an die Un- 
sterblichkeit ein Denkmal gesetzt. 

Es sei an dieser Stelle noch der di'ei anderen Mitglieder 
der Familie BernouUi, welche derselben zu ihrer eiuzigavl^en 
Bedeutung fftr die Geschichte der Mathematik verholfen haben, 
gedacht, da ich dieselben bereits zu nennen hatte und auch 
noch von ihnen zu sprechen haben werde. Es sind dies 
Nidaus I. BemoulU (1687 — ^1759), welcher ein Sohn eines 
im Alter zwischen Jakoh und Johann stehenden Bruders war, 
und zwei Söhne von Johann, nämlich Niclaus II. (1695 — 
1726) und Daniel (1700 — 1782). Wegen ausftihi'licherer 
Mittheilnngen verwebe ich auf P. Merian, Die Mathematiker 
Bernoulli, Basel 1860. 

Eine Wflvdignng der nnsterbhehen Verdienste, welche sich 
JaJioh Bernoulli nm die verschiedenen Zweige der Mathematik 
erworben hat, hier zu geben, ist weder meine Aufgabe, noch 
steht mir der nüthige Eanm zu einer solchen zur Verftlgnng. 
Es ist eine solche knrz nach seinem Tode von einem seiner 
SchtÜer Jahob Hermann (1678 — 1733) in den Leipziger 
Acta Emditornm \um Hnuai 1706 erschienen und kein 
Geimgeier aU Leibm" elbst erkannte Jakob BernoulWä 
grosse Veilienste nm dre Entwickelung semei Difierential- 
leehnnng mrt den Porten an welohe ei m den Nekrolog 
Hermann s hiueineoiiigute dass >dei neue Calenl mit gleichem 
Fechte veidrene dei Calcul der beiden Bernoulh als der 
seinige genannt zn werden«. Anch die höchst unerquicklichen 
Sti'eitigkeiten zwischen den beiden Brüdern Jakoh und Johann 
darf ich hier unerwähnt lassen. 

Ich wende mich vielmehr sofort zu Jahob BernoulWä be- 
rühmter Ars eonjectandi. Wie aus zwei Stellen in derselben, 
einem Citate auf Seite 32 in dem ersten Theile (dieser Aus- 
gabe) and dem vorletzten Abschnitte auf Seite 92 in dem 
vierten Theile heiTorgeht, hatte Jakoh Bernoulli in den Jahren 
1679 — 1685 sich mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu 

*) Als dieselbe stehe ich verwandelt wieder auf. 
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beschäftigen angefangen. Trotzdem hiuterliess ertiei seinem Tode 
flie Ars ooßjectandi nooh unvollendet. Wie ans dem von 
Niclaus I. B&i-noulU verfassten Voi-worte des Werkes hervor- 
geht, wurde das Maunscript in der Histoire de l'Aeademie 
des äciencea de Paris für das Jahr 1705 (in Fontenelle's 
:filoge) und indem Journal des Sgavaus vom Jahre 1706 
angekündigt und hesprocheu. Die Verleger, die Gebrttder 
Thum in Basel, wandten aich wegen Volleudnng des Werkes 
zunächst an Jakoh''% Bi-nder Johann, welcher am meisten dazu 
geeignet erschien, und dann an seinen Neffen Ntclaus I., 
welcher in seiner Erstlingsarbeit : »Specimina Artis oon- 
jectandi ad quaostiones Juris applicatae« eine An- 
wendung der Wairscheinlichteitsrechuung auf Eeehtsfrageu 
gemacht hatte. Beide lehnten aber die Aufforderung ab, der 
Leiatere mit dem ausdritokliehen Hinweise auf seine nooh zu 
,e Erfahrung, welche zur Behandlung eines so schwierigen 
1 durchaus unzureichend sei. Schliesslich eutschlosa sich 
Niclaus I. das Manuscript, soweit es von Jakob drnokfer% 
liinterlassen war, unvollendet herauszugeben, und Uess im An- 
fange des September 1713 das Werk gedmckt erscheinen. In 
der Vorrede fordei-te er Pierre Memond de Montmort (1678— 
1719), den Verfasser des 1708 erschienenen Essai d'ana- 
lyse sur les jeux de Hazard, und Abraham de Moivre 
(1667 — 1754), dessen Abhandlung D 6 mensura sortis 1711 
erschienen war. Der ebenso wie die Vorrede in lateinischer 
Sprache verfassten Ars conjectandi hat der Herausgeber 
noch zwei weitere Abhandlungen «/«^oö BemouUi'ß, den Trae- 
tatus de seriebus infinitis 'earumque summa finita, 
et usu in cfuadraturis spatiornm et rectificationibus 
cui'varum und einen in französischer Sprache verfassten Brief 
über das Ballspiel: Lettre ä un Amy sur les Parties du 
Jen de Paume — welcher letztere besonders paginirt ist — 
beigefflgt. In die zweibändige Ausgabe von Jakob JBernoiilU'a 
Werken, welche 1744 von G. C?'rame»- herausgegeben wurden, 
ist die Ars conjectandi nicht aufgenommen, wie hier ausdrllck- 
Uoh bemei'kt sein mag; auch in Johann BernouUi's Werken, 
welche Gramer 1742 herausgegeben hatte, ist dieselbe nicht 
wieder abgedruckt, — F.TIoefer behauptet in seiner Histoire 
des Mathömatiques [Paris, Hachette, 1895) iiTtkUmlich das 
Gegenthell -— wenn auch sonst Abhandlungen des einen Brudera, 
falls es zum Verständnisse wünachenswerÜi war, von Gramer 
in die Werke des andern Bruders aufgenommen sind. 
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Änmerkuugen. Hl 

Eine französische Uebersetzung des ersten TJieiles iler 
Ars coDJeetandi ist im Jahre 1801 von L. G. F. Vastel 
in Caeu veröffenüioht nuter dem Titel: L'Art de eonjec- 
turer, traduit du Latiu de Jacques Bernoulli\ avee 
des ohservations, eclairoisaements et additions. 
Der zweite Theil wurde von Maseres in d^ Englisclie über-; 
setzt und in einem Sammelbande von Abhandlungen verschie- 
dener Autoren, welcher 1795 unter dem Titel; Tho doctrine 
oi permutation^ and combinations, being an esien- 
tial and tundamental pait of the doctiine ot chaneea 
von Mmeiei, heiausgegeben wuide, \ eiuffentlicht Eine Kpu- 
ausgabe dei ganzen Ar^ conjectandi itt bishei augends 
ei schienen 

In dei voilie&end<n Ausgabe erifhrint die Ais conjee- 
tandi zum. eisten Malt, m deiitschei Spiache, wobei dei Ueber- 
sefzung die Seitenzahlen dfr Oiiginalausgabe in eckigen Mam- 
mein eingeftigt sind Weggelassen ist die Vorrede von 
IStdaus I Be}novlh und die Yoriede von Chf^han Hinfrjens 
zu aemer Abhandlung De ratioeiniis in ludo aleae, in 
beiden sind nur die historischen Angaben von Interesse, welche 
aber schon in der vorstehenden Skizze Erwähnui^ finden 
mussten. Ferner sind die Seiten 79, 80, 81 der Oi'iginaiausgabe, 
welche in den speeiellen Textanmerkungen noch Erwähnung 
finden werden, die VoiTCde zum dritten Theile, welche mir 
nicht von Jakob B'irnotiüi herzustammen scheint und ganz 
unwesentlichen Inlialts Jst, und der Traetatua de seriebua 
infinitia, welcher in keinem Zusammenhange mit der Ära 
conjectandi steht, nicht in diese Nenausgabe aufgenommen. 
Die Uebersetznng schliesst sieh thunlichat getreu dem urapriing- 
lichen Texte an; nui' wo ermüdend weitschweifige Stellen zu 
vermeiden waren, sind kleine Aenderungen vorgenommen, 
welche natfirlieh aber den Sinn in keiner Weise verändeni. 
Dass statt der wörüicheu Uebersetznng des Titels »Muth- 
maassungskunst* die jefat gebräuchliche Bezeichnung 
sWahraeheinlichkeitBrechnTing* gewählt ist, wii-d wohl 
allgemeine Billigung finden. 

Bei der hohen wissenschaftlichen Bedeutung, welche der 
Ars conjectandi zukommt, bedarf diese deutache Ausgabe 
keiner weiteren Rechtfertigung; ich möchte eher behaupten, 
daas aie eine ihi'cm genialen Verfasser gegenüber abzutragende 
Schuld wai', zumal bereits vor einigen Jahren Daniel Ber- 
nouÜf& Theorie eines Maasses für den Zufall, welche ganz 
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auf dei Ai? coiypctanrli fuaat, m deiitsclicr Uebersetznng , wie 
obeii uiwAlmt, veuii .nicli Itsidei' nioltt iu einer Sammhuig 
mathematiaehei Schnften eischienea ist. 

Die Ais coaiectaucli zerfällt iu vier Theilo, ctereu 
eratei die aelion öftei genannte Stit/gem's'ih.a Abhandlung 
De ratioeinlis in ludo aleae neu abgedruckt nnd mit 
Anmerkungeu von Jakob Bemoulli versehen enthJÜt. Iu 
diesen Anmerkungen aber liegt gerade der Schwerpunkt des 
ersten Theües, da sie au Bedeutung die Suyc/ens'sche Ah- 
handlung weit flheiTagen. Um dieselben besonders heraus- 
treten zu lassen, sind sie zwischen Anfllhrungaa triebe » . . . « 
eingeschlossen worden, Jakob Bemoulli giebt in diesen 
Anmerkungen wichtige Verallgemeinerungen, indem er an 
Stelle der Zahlen werthe in der ui'sprfluglicheu Aufgabe Buch- 
staben sefat und für diese die Lösung giebt, wodurch die 
Natur und Bauart derselben erst in volles Licht üitt; ferner 
beweist er fiwj/yews'sohe Sätze auf anderem Wege, bez. zum 
ersten Maie, giebt neue Methoden für die Auflösung von 
Aufgaben nnd behandelt die von Huygens im Anhange ge- 
stellten Aufgaben. 

Der zweite Theil enthält eiue ausführliche und sehr voll- 
ständige Darstellung der Combiuatious lehre , deren Wichtig- 
keit für die Wahrscheiulichkeitsrechnung Jakob Bemoulli _ 
klar erkannt hatte; berfihmt ist dieser Theil vornehmlich dar- 
durch, dass in ihm zum ersten Male die von Euler nach 
ihi-em Entdecker benannten Bernoulli'äeh^a Zahlen vorkommen. 
In dem dritten Theile wird die Oombinationslehi'e auf Fragen 
der Wahrseheinlichkeitsreehnui^ angewendet und eine Reihe 
von zum Theile sehr schwierigen Problemen gelöst. 

Der nur aus fttnf Kapiteln bestehende vierte Theü über- 
ragt, trotzdem er unvollendet ist, an Bedeutung thurmhoch 
die drei andern Theile. Gehen iu den ersten drei Theilea 
die mathematischen Leistungen Jakob BernoulU& auch weit 
Über die seiner Vorgänger hinaus, so erheben sich die An- 
wendungen, welche von der Wahi'scheinlichkeitsreehnuug ge- 
macht werden, nicht über das gewohnte Niveau: nur Spiel- 
probleme werden behandelt. Anders aber verhält es sich mit 
dem letzten Theile. Trotz seiner NichtvoUeudung hat in ihm 
Jakoh Bemoulli der Wahrseheinhchkeitareohnung ganz neue 
Bahnen gewiesen und ihr die heutige weittragende Bedeutung 
für alle Gebiete des Lebens geschaffen und wissenschaftlich 
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Anmerkungen. 143 

begrdiulet. Trotz einige!' Vorläufer iu dieser Eiclituiig, welclie ich 
in den speciellen Textaomerkungen noch zu erwähuen haben 
werde, niid trotz der hohen Meinimg, welche Huygens in der 
Von'ede zu seiner Abhandlung von der Wahrseheinliehteits- 
reelmung äussert, waren es thataäehUch noch kiiline Fi-agen, 
deren Beantwortung Jakob BernoulU von ihr verlangte und 
erhielt: Können wir bei scheinbar noch so zufälligen Er- 
scheinungen und Ereignissen durch häufige Beobachtungen 
die Gfesefae, denen sie unterworfen sind, mit genügender 
Sieherheit erkennen nud wie hängt die Genauigkeit des Re- 
aidtates von der Anzahl der angeatellten Beobachtungen ab? 
Die Antwort auf diese Fragen liefert sein beilllmiter Satz 
(IV. Theil, Seite 104), mit welchem wir uns in den Anmer- 
kungen noeh zu besehäftigen haben werden. Kann man die 
Wahr seh elnlichkeit eines Ereignisses nicht a priori durch 
Abzählen der seinem Eintreten gtlnstigen und ungflnsligen 
Fälle ermitteln, so kann man sie stets « posteriori be- 
stimmen, d. h. saus dem Erfolge, welcher bei ähnlichen Bei- 
spielen in zahlreichen Fällen beobachtet wurden. Damit war 
neben die Wahrscheinlichkeit a priori die für alle Änwen- 
dimgen auf die verschiedenen Gebiete des Lebens ungleich 
wichtigere Wahrscheinlichkeit a posteriori gestellt.*) 

In dem Briefe über das Ballspiel hat Jakob BernoulU 
es mit solchen Waha^soheiniichkeiten a posteriori zu thun, wenn 
er annimmt, dass die Geschicklichkeiten der Spieitheiluehmer 
durch zahlreich von ihnen abgelte Proben bekannt seien. 

Die weitere Entwiokelung der Wahraoheinlichkeitsrechnung, 
soweit sie von der Ars conjeotandi beeinflusst ist, knflpft 
gerade an den letzten Theil derselben nnd das BemoulWsah.e, 
Theorem an. Die ersten di^ei Theile der Ars coujectandi 
konnten bei ihrem Erseheinen deshalb nicht mehi' den ihnen zu- 
kommenden Einflnss ausüben, weil ihnen derselbe durch die oben 
genannten Werke von de Montmort und de Moivre, welche 
früher erschienen, wenn auch später entstanden waren, bereits 
vorweggenommen worden war und sie auch von dem Werke 
des letzteren Autors durch gewandtere Analyse tibertroffen 
wurden. Dagegen knüpfen in einem anderen Werke von 
der 1716 in erster, 1738 in zweiter und 



*) Man vergleiche auch die schönen Worte, mit welchen Laplac: 
1 seiner Theorie analytifiue des probabilitöa, introduc 
ion p. XLVII, Bcmouüi's grosse Entdeckung würdigt. 
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144 Änmei'knugeu. 

1756 m dritter Auflage ersclnenenen Itoctriae of chances 
gewiase EatwiekeluEgou au Bernoulü's Satz an; er giebt für 
den fierMOM/ft'sehen Simimenaiisdiwck einen Integralaustlmok, 
welcher ala ein Vorläufer des liekanDtea i«p?«ce'schen In- 
tegrals augesehen werdea ninas. 

MäoMig hat Bieh seit der Mitte des vorigen Jahthnnderfa 
die Wahrscheinliohteitsreehnnng auf Grund der genialen Ge- 
danken Jakob BernouUi's entwickelt — deren Tragweite er 
wohl zn eiinessen wusste, me die Sohlnaaworte des vierten 
Theiles seiner Ars oonjectandi zeigen — bis sie heute durch 
die glänzenden Forschungen von Laplaoe und vornehmlich 
Gauss zum unentbehrlichen Hulfamittel für jede exakte 
Forschung geworden ist. Eine eingehende Schilderung diesem 
Entwickelung hier zu geben ist unmöglich, so mancher glän- 
zende Käme in Folge desaen auch ungenannt bleiben mnss. 
In dieser Richtung verweise ich auf Todhunter'& achon ge- 
nanntes Werk und auf den Notiee hiatorique sur le 
oalcul de probabilitö tlherschiiebenen Abschnitt in der 
Inti'oduetion zu der klasaiaehen Thßorie analytiqne des 
prohabilitßa von Laplace, welche zum ersten Male 1812 
in Paiis erschien. 



Sppcielle 'rpxtMiiinei'kiuigeii. 

1) Zu S. 4. Dieser etwas orakelhaft klingende Satz konnte, 
ohne dasa dieser ganze Abschnitt hätte umgestaltet werden 
mdsaen, nicht deutlicher foi-mnlirt werden. Was Huygens 
mit demselben sagen will, ergiebt sich völlig klar ans seinen 
Ausführungen zu den Sätzen I bia HI. — 

An dieser Stelle seien zugleich einige Bigenthflmlichkeiten, 
welche sich in der Schreibweise der Formeln bei Bernoulli 
finden, erwähnt. Statt des jetat tiblichen Gleichheitazeichens 
= benutzt er das von Descartes eingeführte Zeichen 30, 
welches eine umgekehrte Verschlingimg der Buchstaben ae 
(aequale) vorstellt. Die Proportion a : b = c : d schreibt er 
a ■ b : : c ■ d, welche Schreibweise (nach Cantor) von William 
Oughired (1574 — IßGO) in seiner Clavis mathematioa 

ß~ + ?■ ~y) ip — i)^ 

eingefulirt ist: statt = ^ '-==- ~ fludet 
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~ gesclirieben , und itiiiiliclie 

2) Zu S. 12. In dieser nnd den folgenden Aufgaben habe 
ich die Spieitheilnehmer mit grossen Buchstaben bezeichnet, 
um die sehwei'Mligen Hut/c/eni'äcken Redewendungen ^ieli 
und ein Andrer«, »ich imd zwei Andere«, und ähnliehe zu 
veimeiden. In einigen Ariflöanngen and in den Aufgaben des 
Anhanges findet sich diese Buehstabenbezeicbnung aehon im 
Original vor. 

Trotzdem Bernoulli imter IX das allgemeine TheÜungs- 
pvoblem forroulirt, hat er dessen Lösung für mehr als zwei 
Spieler nii^enda versucht; für 2 Spieler giebt er die allgemeine 
Lösung auf S. 106—111. Ich verweise in dieser Hinsieht 
z, B. auf A. Meyer, Vorlesungen Aber Waliracheinlich- 
keitsrechnung, deutseh bearbeitet von A. Czuber. 
(Leipzig, 1879), S. 84, wo die Lösung mittelst bestimmter 
Integrale gegeben ist. Ich gebe hier nni' die allgemeine 
Summenformel für zwei imd drei Spieltheilnehmer, denen, um 
das ganze Spiel zu gewinnen, uooh bez. m, n und m, n, r 
Einzelspiele fehlen und welche für das Gewinnen eines solchen 
bez. die Wahrscheinlichkeiten a, ß und c, ß, / haben, wo 
a -{- j? = 1 , bez. a -j- /? + y := 1 ist. Bezeichnen Am.u 
und A,a,n,r '^^ Walirscheiulichkeiten des ^bei zwei, bez. di'ei 
Spieltheilnehmern, wenn ihm noch m Spiele feWen, so ist 

^ -"2T^ry 



-^" -^"22ri w^'r'-')^"-. 

Aus diesen Formeln erhält man durch eyktiaehe Vertaiisebung 
von w, n und a, ß, bez. m, n, r und er, ß, y die Hoflnuugen 
der nbiigen Spielei'. Setzt man a^ß^l , bez. «=(^=3'^^ , 
so kann man mit diesen Formeln leicht die beiden Tafeln 
conti'olii'en. Im ersten Falle Ifisst sich der Werth 

. 1 '^' /?» + Q — U o „ _ 1 _ 
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leielit iu dcu vüu BurnouUi (auf S. HO] gogeheiien Wcrth 
überführen : 



- -.^•sr-'r 



Bei BernoulU sind nur m imd n miteinander y eintauscht 

3) Zu S. 16. Hier habe ich den Bachstabeu n 6ingeftthi% 
wähi'end BernoulU diese Formel mühsam und doch iindenüieh 
mit Worten beschreibt. 

4) Zu S. 21. Diese UeberschrLft findet sieh nicht bei 
Huygens, sondern ist erst voa ßejTiow/Zj hinzugefügt. sWurf»: 
bedeutet später öfter auch soviel als eiu Spiel unter mehreren 
zu gewinnenden Spielen. 

5) Zu S. 28. Die Citate sind im Ori^nale öfter ungenau 
und daher dann hier abweichend. 

Die Ei-wideruug, welche BernoulU in den Anmerkungen 
zu der Aufgabe X auf den möglicherweise gegen die Kchtig- 
keit der Lösung zu erhebenden Einwand glebt, ist von Pre- 
vost in den Nouveans Mömoirea de l'Aeadömie de 
Berlin, 1781 einer Kritik unteraogen worden. Ans BernoulWa 
Schlussworten geht aber deutlich hervor, daaa er mit dieser 
Erwiderung nur in populärer Weise veranschaulichen will, wie 
unbereohtigt solche Einwände sind. 

6) Zu S. 32. Dieser Brief ist vom 29. Juli 1654 datirt 
und findet sieh wieder abgedruckt in den Oeuvres de Fermat, 
publikes par les soins de Paul Tannery et Charles Henry, 
T. II, p. 289— 298, 7i)"" Brief. [Paris 1894.) 

Der Anonymus, von welchem BernoulU spricht, ist offen- 
bai' der schon ei-wähnte Spieler de Mere. 

7) Zu S. 42. Hier ist eine der erwähnten Testktlrzmigen 
vorgenommen, indem die HolFnungen eines Spielers, welcher 
mit Ji Würfen ein Ziel ein-, zwei-, . , ., m-mal erreichen 
will, im Teste fortgelassen sind, da die allgemeine Formel 
der Tafel auf S. 43 völlig ausreichend ist 

Fflr die Binomialcoefflcleuteu , welche im Oi-iginale aus- 
führlich hingeschrieben sind, habe ich die moderne Schi'eib- 

weise ( ) benutzt, ausser wenn der Text die ausführliche 
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Aiiin erklingen. ] 47 

Zielt &t 1 // jqe h e uud u u „eu t Ij, nrleu 
Anfgilen mt d Speie nsata bze ebnet Bei o lli abe 
in den diai geb ngen Anme Lungen den Siielemsatz gleob 1 
setzt al mt (de Anzahl alle FWe lezeiobnet 

h Z 'b 46 Wiblt man die Qp <i> tH als 4xe 
und f D 1 7 ix so at d 6 C le oh no- 1 L 



und die Gleichung der geraden Linie; 
y = 2bx + 2c, 
fülglieb ist für die Absciase des Scbnittpunktes beider: 

c{^X= Ux -H2c, 

d h es iHt 1 = ( _ff =^ j; 

Die rio'ui ent^piicht dem daiub einlebenden Zablenbeispiele 
(( c ^ b 5 Die Kieuzcben auf dei Linie CH martiren 
die Endpunkte der zehnmal aufgetiagenen Längeneinheit, so- 
dass man flu n sofort den Werth 9,7 ablesen kann. 

9) Zu S 55 Die beiden von BeinouUi iu dem Journal 
dei Sjavans (Epbem Emd dalbae] ftli 1685 gestellten Auf- 
gaben smd specielle Fälle ^ou den beiden Aufgaben III und IV 
der Tafel auf Seite 56, man erbilt jene, wenn man in den 
Losungen dei letzteien m := ^ setzt In den Acta Ernd. 
Lips lb90, p 223 — 224 und 35b— 360 geben BemouUi 
und Letbmz nui- die Lösungen, ohne sie wirklich abzuleiten. 
(Vgl, auch Jacobi Bernoulli Opera [Genf 1744] p. 207 und 
430.) Bei Leibniz ist nur das Biidaugsgesetz ieichter zu er- 
kennen als bei Bernoulli. 

Die ¥on Bernoulli auf den Seiten 51 — 52 und 55 — 59 
entwickelte Methode darf man wohl als seine wertbvollstc 
Leistung im ersten Theile bezeichnen. 

\(i) Zu S. 59. Im Originale findet sich noch nirgends 
die deeimale Schreibweise der Brilche. 

11) Zu S. 62 und 65. Durch Weglassuug der im Ori- 
^nale mitgetbeilten ausführlichen Rechnung ist hier wesentlich 
gekürzt worden. 

12} Zu S. 69. Statt des weitschweifigen Testes im Ori- 
ginale sind hier nur die Resultate tabellaalseh zusammengestellt. 
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i:i) Zu .V. 75. Bemclmet ^4,,, die lloft'nnng des --1, alle 
«Miiuzen seines Geguera zu erlialten, wenn er aellist ??' Mtlnzeii 

hat, so hat die Wahrsoheinliehkeit — , hei dem nächsten 

Spiele eine Mtlnze seines Gegners zu erhalten, und - , eine 
seiner eigenen Mttnzen an ihn zu verlieren, und daher ist 



Bezeichnet mau noch A,„ — Jm^, mit (p{m 
man, dasa « = 5 -|- c ist, so folgt 



Cf w = 



Nun mt 'ibei ■* , + „^ 1, da A gewonnea hat, wenn er alle 
m -\- » Mun/cn besitzt, und A^ = 0, da dann B alle m -]- n 
Münzen besitzt, und folglich ist (p{\]^:^ A, — A^-= A^, also 



Setzt man m diesei Gleichung füi m nacheinander die Werthe 
2, 3, , ?}i und addut man dinn '(ammtliihe (lleichungen 

zu Piuiudei SU eigiebt anh 



Da die linke Seite dieser Gleichung gleich 1 ist, 
m + n au Steile von m setzt, SO folgt 
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ÄnmeikungeD. 



und mitliin sclilieaslich 



In ganz gldcliei' Weise findet für die Hoffniiug des B, alle 
Münzen seines Gegners zu erlialtea, wenu er selbst n Münzen liai: 



Aus dem Umstände, dasa die Hoffnungen beider Spieler 
bei Beginn des Spieles sich zu 1 ergänzen, folgern zu \Yoll6n, 
wie es Todhunter (a. a. 0., S. 63] thut, daaa das Spiel ein 
Ende haben, d, h. ein Spieler in endlicber Zeit alle Münzen 
besitzen muss, ist offenbar nicht erlaubt, da kein Gnmd gegen 
die Möglichkeit, dass das Spiel nie zu Ende kommt, vor- 
handen ist. 

Die von Jakoh BernouUi ohne Beweis gegebene Formel 
ist zuerst von äe Moivre in seiner Abhandlung De mensura 
sortis bewiesen. 



14) ZtiS.77. iScAooie»'aExereitationes n 
sind schon in der historischen Einleitung genai 

Jean Prestet (gestorben 1690) hatte ein zu seiner Zeit 
sehr geschätates Lehrbuch Element des Mathemitiqnes 
geschrieben, welches zuerst 1675 und dann m ^tiedeiholten 
Auflagen erschienen ist. !Na«h V( ulh& Behmptung enthalt 
das Werk ungeßihr alles, was bis d'ihin int <ilgebi aisohem 
Gebiete geleistet worden war. 

Johfi Wallis (1616—1703) war nachdem er eist mit 
theologischen Studien begonnen hatte \on 1643 in Piofessoi 
der Geomeh'ie in Oxford und eines dw eitteu Mifgheda dei 
Royal Society. Am bekanntesten von ihm sind die beiden 
Werke: Arithmetica infinitorum welche IbÖj erschien 
und Treatise of Algebra both historical and piac- 
tioal with some additioual treatisea, welcher zuerst 
1685 eraehieu und dann 1693 in lateinischer Bearbeitung in 
den zweiten Band seiner Werke aufgenommen wurde. Dieses 
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1 50 Anmorkungen. 

letztere Werk, welches hier iu Betracht kommt, war füi- seine 
Zeit ein auagezeiehnetea Lehrbuch der Algebra, iat aber von 
einer einseitigen Voreingenommenheit für englische Leistungen auf 
diesem Gebiete und Ueberschäteung dieser nicht frei zu sprechen. 

Von Gottfried WiUielm Leibniz (1646 — 1716) iat hier 
die Dissertatio de arte combinatoria (Mathem. Schriften, 
heransgeg. yoa Gerhardt, Bd. 5, 8. 7 — 79) zu nennen, welche 
1666 im Drucke erschien nnd 1690 ohne Wissen ihres Veifaaaera 
in Frankfur-t am Main nachgedi'uekt wurde. In derselben 
wird zum ersten Male der Name Ars combinatoria gebraucht, 
welcher dieser mathematischen Diseiplin geblieben ist. Nach 
C'antor'i ansftlhrlioher Inhaltsangabe (Geschichte der Mathematik, 
Bd. 3, S. 41 und 42) betrachtet Leibniz sowohl Permutationen 
als Combinationen (nach dem heutigen Spraohgebranche), welche 
er yariationes nnd complesiones nennt; das Wort Per- 
mutation ist von BemonUi in die Wiesenachaft eingeführt 
(vgl. 8. 78). Die Olasse, zu welcher eombinirt werden soll, 
heisst exponens, welche Bezeichnung auch Jakob BernouUi 
in der Ära conjectandi benutzt. Ferner- finden sich noch 
einige 8atze llber die Permutationszahlen (wie kui'zweg die 
Anzahl der Permutationen von gegebenen Elementen bezeichnet 
werden aoll). Der Vollatändigkeit wegen nenne ich noch die 
beiden Abhandlungen: De primitivis et divisoribus es 
tabula combinatoria (Math. Schriften, Bd. 7, g. 101—113) 
und die hochbedeutsame Nova Algebrae promotio (Math. 
Sehliften, Bd. 7, S. 154 — 189), welche letztere sich erat in 
Leibniz' Nachlasse vorgefunden hat, — 

Da Pascal unter den in der Vorrede zum zweiten Theile 
aufgeführten Autoren fehlt, so muss man wohl annehmen, dass 
BernouUi PascaVa eombinatorische Untersuchungen in dem 
Traitö du triangle arithmötique nicht gekannt hat, waa 
um so merkwürdiger iat, als daa genannte Werk bereits 1665 
erschienen war, und waa sich nur durch die Langsamkeit des 
damaligen Verkehre erklaren läsat. Wie Cantor (a. a. 0., Bd. 3, 
8. 340) angiebt, iat zwar BernouUi auf Pascal's Werk im 
April 1705 von Leibniz brieflich aufmerksam gemacht worden, 
hat aber dasselbe schwerlich noch kennen gelernt, da er in 
diesen letzten Monaten seines Lebens meistens krank war. 

Einen vorzttglichen Ueberblick über den jetzigen Stand 
der CombinatorUt giebt der Aufsatz »CombinatorikK von 
£. Netto in der Encyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften Bd. 1, 8. 28—46 (Leipzig, 1898). 



yGoosle 



Anmerkungen, 151 

15) Zu S. 77. BernouUi scheint zuiirät uiini Thuilnng 
des zweiten Theiles in nur drei Abschnitte (Permiitationen, 
Combinafionea , Variationen) beabsichtigt zu haben, wie der 
Sehlnssabsehnitt der Einleitung im Originale andeutet; ich habe 
in demselbeu. die der jetzigen Eintheilui^ entsprechenden 
geringftigigen Aendeiiiugen ai^ebraoht. 

16) Zu S. SO. Urspillnglich verstand mau iinter Aua- 
gramm das Efickwärtslesen eines oder mehrerer Worie, a. B. 
Roma und Amor. Später wiu-de es üblich, irgend eine Per- 
mutation der Buchstaben der urspiflngliehen Worte daiTUiter 
zu versteheu, z. B. Eoma und Mora. Vornehmlich beliebt 
waren derartige Spielereien im Orient; in Europa wurden im 
16 imd 17. Jahrhundert Auagramme dea eigenen Namens 
gern als Pseudonyme beunfat, Auch diente das Anagramm 
daau, eine gefundene Methode zu verbergen, durch Veröffent- 
lichung desselben aber aicli die Priorität zu sichern. In 
diesei Absicht verbarg Newton den Kern seiner Huxlons- 
leohnung in dem Anagramme: 6ß, 2c, d, ae, !3e, If, 7t, 
31, 9n, 4o, 4q, 2r, 4s, 8t, 12«, x, welches den Satz 
versteckte: Data aequatione quoteunque flueutes quan- 
titates involvente fluxiones invenire et vice versa 
(Ans einer Gleicbnng, welche beliebig viele Flnenten enthält, 
die Flusionen zu finden und umgekehrt). Anagrammsamm- 
lungen: Celapirius, De anagi'ammatismo (Regeusbnrg, 1713); 
Wheatley, On anagrams [London, 1862). 

17) Zu S. 81. Thomas Lansius (1577—1657) war Pro- 
fessor der Jurisprudenz in Tübingen und zugleich fti-stlicher 
Commissarius und Viaitator der Universität. Er gab »Ora- 
tiones« heraus. Die von BflrnoulU angefflhrten Verse bilden 
übrigens kein Distichon, sondern sind zwei Hexameter. 

Joseph Scaliger (1540—1609) erhielt, uachdem er aus- 
gedehnte Eeisen in Italien, England und Schottland unter- 
nommen hatte und auch kui'ze Zeit Professor in Genf gewesen 
wai', die Professur der schönen Wissenschaften in Leydeu, 
welche er von 1593 an bis zu seinem Tode inne hatte, ohne 
Vorlesungen zu halten. Sein Lehi'bueh der Chronologie 
»Opus de emeudatione tempornm« war bahnbrechend, 
während seine übrigen mathematischen Werke voll falscher 
Behauptni^eu und Ansichten waren. 

Bernhard Bauhusiua [\.hTö — 1619) war Jeanit aad Priester 
in Löwen. Er schrieb neun Bücher Epigramme und ein Buch 
geistlicher Lieder. 
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Ei-ycius Puteanus oder van der Putten (iri74 — l.(i4G} 
wurde lÖOl Professor eloqueutiae, später spanischer Histono- 
graph in Mailand. Er iinterhielt eine ganz ausserge wohnlich 
grosse Coneapondenz mit allen möglichen hochgestellten und 
berühmten Leuten, sodass sich bei seinem Tode mehr als 
16 000 Briefe in seiner Bibliothek vorfanden. 

Gerhard Johann Voss, latinisirt Vossius (1577 — 1649), 
war zuerst als Bector einer Schule in Dordrecht, dann an der 
Universität Leyden und zuletat am Gymnasium in Amsterdam 
thätig. Sein eigentliches Ärheitsfeld war das klassische Alter- 
thum und »mathematische Stndien kamen dementsprechend für 
ihn nur so weit in Betracht, als sie sich mit seinen literar- 
historischen Forschnngen kreuzten« [Cantor, a. a. 0., Bd. 2, 
8. 600). Der vollständige Titel seines posthum erschienenen 
mathematischen Werkes ist: De universae mathesios na- 
tura et constitutione liber. — 

Die Bildung von Anagrammen wurde im 17. Jalirhundert 
auf religiösem Gebiete besonders fleissig getlbt. So sind z. B. 
um 1680 aus dem Ave Maria: 

Ave Maria gi'atia plena dominus teeum 
hundert einen Sinn ergebende Anagramme gebildet, welche in 
drei Classen (Aussprüche der Maria von sich seihst, Aus- 
sprüche aber sie und Anreden an sie) zerfallen. 

Bauhusius theilt seine Anagramme nach den Anfangs- 
worten ein: 54 beginnen mit Tot tibi, 25 mit Tot sunt, 
u. s. w. Puteames scheint es fflr das grösate Terdienst von 
Bauhusius zu halten, dass er soviele Anagramme grade heraus- 
gebracht hat, als nach dem Almageat des PtoUmätts Sterne 
am Himmel stehen sollten. 

In der Originalansgabe der Ars conjectandi findet sich 
auf den Seiten 79, 80, 81 die ausführliche Aufzählung der 
3312 Anagramme, welche BemoulU aus dem Verse des Bau-- 
httsius gebildet hat. Nach den Sehlnasw orten des I. Kapitels 
hat BemoulU aber diese Aufzählung gar nicht zur- Veröffent- 
lichung bestimmt gehabt, weshalb dieselbe hier unterblieben 
ist, zumal sie gar kein Interesse darbieten kann; daher folgt 
auf die Seitenzahl [78] des Originals unmittelbar [82]. 

18) Zu S. 83. BernouUi gebraucht zwar immer die Be- 
zeichnung Exponent (esponens) ftir Classe, wie schon 
ei'wähnt; da aber heute das Wort Exponent eine ganK andere 
Bedeutung hat, so habe ich vorgezogen, die jetzt tibliche 
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Bozeichnimg Classe an sohle Stelle zu setzen. Die Worte com- 
binatio, eouternatio, u. s. w. finden sieh schon hei Leibniz, 
tlagegen scheinen die Woi-te nultio, unio, binio, u, a. w. 
von BrrnouUi gebildet zu sein, 

19) Zu S. 92—95. Die Beweise dieser Hülfssatze haben 
in formaler Beziehung manches Unbefriedigende, was beson- 
ders in dem Beweise des Hillfssatzes (5) hervortritt. 

Der Beweis des Hauptsatzes anf 8. 94 lässt sich sehr 
einfach führen, wenn man sieh zunächst die Frage vorlegt, 
welche Gestalt die Glieder «s, » einer Zahlenreihe, wo c eine 
bestimmte ganze Zahl ist nnd v die Zahlen 1 , 2 , 3 , . . . 
dnrchlanft, haben müssen, damit för jetlen ganzzahÜBren Werth 



sich verhält oder 



1 sich nun die letzte Gleichung i'ilv ', 
)■,?■+!, . . . n, so folgt 



',.^,- blcil)t willkürlich. 
Ist nun noch 



. folgt 
id Uli tili n 
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Davau3 folgt sofort der Hiüfsaata (5): 

!*•.,,.,.:(.+.)..,„.„=(;+;)„..:(»+,)(•;)»„ 

Die beiden Vor ai;s Setzungen dieses Satzes sind aber für 
die Glieder der ersten Colnmne der Tafel der figurii-teu Zahlen 
erfüllt und zwar- ist für diese c= 1, r ^ 1, «1^,,!= I. Daraus 
folgt dann allgemein für die c*^ Columne r = c und «e,« = 

für !i < c 

gleich die in der Folgerung (8. 96) enthaltenen Resultate ali- 
geleitet sind. — 

Die Erfindung des BeweiSYerfairens durch vollständige lu- 
duction, d, h. mit Htife des Seliiittea von r auf r + 1 , ■wel- 
ches in den HtUfasätaen (4) imd (5) benntat ist, wnrde, wie 
Cantor (a, a. 0., Bd. 3, S. 329) angiebt, lange Zeit BernoulU 
zugeschrieben, sodass die Methode oft mit seinem Namen be- 
nannt worden ist. Wenn BernoulU die Methode sicher auch von 
neuem anfgefnnden hat, so gebührt die Priorität jedoch Pascal, 
welcher sie in seinem Traitö du triangle arithmötique 
gegeben und benntat hat. 

20) Zti S. 96. Johann Faulhaher [1580—1635), Rechen- 
meister in Ulm; sein Freund und Gönner Johann Memmelin 
war gleichzeitig Äi-zt daselbst. Beide gaben von 1612 — 1619 
Schriften mathematischen Inhalts, durch welche hauptaächhoh 
die Lehre von den arithmetischen Reihen gefördert wm'de, ge- 
meinsam heraus. Faulhaber stellte auch Summenformeln auf föi' 
die Potenzen der aufeinanderfolgenden Zahlen der nattlrliehen 
Zahlenreihe his zur Summe der 11. Potenzen einachlieaslieh, 
zu welchen er vermuthlieh durch Bildung foiigeaetzter Diffe- 
renzenreihen gelangt war {Cantor, a. a. 0., Bd. 2, S. 683 
—684). 

Nicolaus Mercator [ca. 1620 — 1687), dessen eigentlicher 
Name Kaufmann war, lebte nach vollendeten Studien in 
England, wo er zu den Mitgliedern der Royal Society gehöi-te 
und 1668 seine Logarithmotechnia [seu methodua nova 
et accurata construcndi logarithmos) schrieb. Später 
ging er nach Frankreich und legte die Wasserkünste in "Ver- 
sailles an. 



y Google 



Anmerkimgeu- 1 55 

Unter den von BernouUi hier gönannteii Autoren, welche 
aieh mit üen figuiirten Zahlen beschäftigt haheu, fehlen Michael 
Stifel (1486 oder 1487—1567), Nicolo Tartaglia und Pascal. 
Der erstgenannte Autor hat in seiner Arithmetioa integra 
von 1544 eine Anordnung der figurirten Zahlen gegeben, 
welche man aus BernouUi's Tafel auf Seite 88 erhfllt, wenn 
man in der zweiten Oohimne die ersten zwei, in der dritten ■ 
die ersten vier, . . ., in der ^*^" die ersten 2''-* Glieder weg- 
sti'eiebt, alle übrigen Zahlen aber an ihren Stellen stehen 
lässt. Tartaglia's, Tafel in seinem General Trattato di 
numeri e misare Ist mit BemoulWa Tafel auf Seite 112 
identisch. PascaVa aiithmetiaohes Dreieck erhält man ans der 
Tafel auf Seite 112, wenn man in derselben alle unterhalb 
der von links unten nach rechts oben gezogenen Diagonale 
stehenden Glieder sti-eicht AnafUhrüehe Mittheilungen Über 
diese ftüheren Arbeiten siehe bei Cantor (a. a. 0., Bd. 2, 
S. 397—398, 479—480, 684—688). Während die beiden 
erstgenannten Autoren die figurirten Zahlen nur additiv ent^ 
stehen lassen, auf Gnind der bekannten Foi-me!: 



findet sich bei Pascal ancli die nniltiplicative Entstehung; 



21) Zti S. 97 — 09. Mit dieser Behanptnng, dasa der In- 
ductionsbeweis zu wenig wissenschaftlich ist, will natürlich 
BrnmoulU nm die unvollständige InduelJon treffen. Mit Uebei-- 
raschnng nimmt freilich nach diesen Worten der Leser auf 
S. 99 wahr, dass Bej-noulU die unvollständige Induction hier 
selbst, allerdings in genialster Weise benutzt, um aus den 
Foi-meln fllr S[n), S{n?], . . ., Ä(«'") die Formel fflr Sin'], 
wo c irgend eine ganze positive ZaJil ist, hinzusclireiben. Wie 
er jedoch zu dieser Formel und vornehmhch zur Abtrennung 

der Faetoreu — ( |, — („l, -rl.l, ■■■ in den Coefficienten 

2\1/' 4\3; 6\5/ 
von j*'^"', «^-', !i'^- = , . , ,, wodru'eh die zweiten Paetoren 
A, B, G, . . . als coustante Zahlen übrig bleiben, gekommen 
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ist, entzieht aieli unserer Kenuüiisa, biJmuuirf ll^i cmcu 
Wiederlierstelluugsverauoh unternommen, welclier loa Cauto) 
(a. a. 0-, sa. 3, Voi-wort, Seite IX— X) mitgetlieiit ist Aus 
ihm folgt zwar, dass die Esponenten dei Potpuzen n von dei 
(c — l)*'" an immer nm 2 Einheiten abneliiBen rnttsten, diesei 
Umstand aber dßi-fte von BernouUi einfach aus dei Banait 
der Formeht für c ^ 1, 2, . . ., 10 ohne weiteres entnom- 
men sein, äodaaa Schwerinff'a Veranch sehweilioh BemoulKä 
Gedankengange entspricht. Ganz unerklärt bleibt aber, wie 
BernoulU erkannt hat, dass die Coeffioienten A, B, C, . . . 
oonstante, abwechselnd positive und negative Zahlen sind, 
was zinerst Euler [Calenlus differentialis, Bd. 5, Kap. 5) mit 
Hülfe der trigonoraeti'isehen Reihen bewiesen hat. Dass die 
Zahlen A, B, C, ... abwechselnd positive und negitive 
Werthe haben, ist auf Grand ihrer ursprünglichen Definition 
bis heute noch nicht bewiesen; die modevue Ableitung der 
Formel für Sin") zeigt nur, dass sie constant sind. Den 
Namen BemouUi'acbQ Zahlen haben die Zahlen A, B, C, . . . 
von (fe jtfo/ore [Miscellanea analytica, London 1730) und 
Euler erhalten; heute versteht man dai'unter gewöhnlieh die 
absoluten Werthe von A, B, C, .... 

Kleidet man die von BemouUi auf Seite 99 gegebene 
Regel für die reeeuiTonte Berechnung der Coeflicienten A, B, 
C, . . ., za welcher er sicher dadui'ch gelangt ist, dass er 
n ^ 1 setzte, in eine Formel ein, so ist, wenn man noch an 
Stelle von A, B, C\ B, ...£',, ~.B,, £, , -B,, . . . 
setzt: 



wi = 1, 2, 3, .... Diese Formel wird gewöhnlich als die 
Mowre'sahe Fonnel bezeichnet, was aber deshalb unbillig ist, 
weil Moivre weiter nichts gethan hat, als die von Bei-noulli 
klar ausgesprochene Regel in Gestalt einer Formel zu schi^eiben, 
ohne aber einen Beweis derselben zu geben. Ueber BernouUi- 
sehe Zahlen vgl. Saalschutz, Vorlesungen über die Ber- 
noulW äthfisi Zahlen (Berlin, 1S93) und Haussner, Zur 
Theorie der 5e37J0M?fo''schen und £'w&j''schBn Zahlen 
(Göttinger Nachrichten, 1893, Nr. 21), wo die betreffende 
Literatur ziemlich vollständig angegeben ist. 
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22) Zu S. 100. Ismael BuUialdus oder BouUaud, auch 
Boulliau (1605 — 1G94) gehörte zu dem Bekaunteukreise von 
Girard Desargt/es, Pater Mersenne, Roherval, dem älteren 
Pascal a Nach vielen weiten Eeiaen war er zuletzt 
Piester an de Abtei 8t. Victor an Paria; anch wax er Mit- 
gl ed der Koj al Society. Er hat eine grössere Eeihe von 
Werken mathemitisohen, physikalischen und aati'onomisehen 
Inhalts ö^solir el en. Sein Opns novnm ad arithmeticam 
inf n to ni st 1682 in Paria erschienen und besteht aiis 
6 BBchern. 

23) Zu S. 10t. Hier ist stark gekllrzt, indem eine An- 
merkung forlgelaasen ist, in welcher nur sehr ausftthrlich ge- 
zeigt wird, wie man einen Binomialeoeffieienten 1 1 genau 

oder mit Hfllfe von siebenstelligen Logarithmen angenähert 
berechnet, wenn n und c grosse Zahlen sind. Bemoulli be- 
rechnet ( „„ 1 1 wobei er sogar zeigt, irie man im Zahler und 

Nenner gemeinsame Factoren streichen muss. Aehnliehe sach- 
lich unbedeutende Kürzungen sind in den folgenden Hfllfs- 
sätaen 1, 2, 3 und 6 vorgenommen. 

24) Zu S. 109. Ygl. Oeuvres de Pnsc«? (Paris, 1872), 
Tome III, p. 226—231. 

25) Zu S. 110. Die hier gegebenen Zahlenbeziehungen 
lassen sich leicht allgemein begründen. Der Zähler des in 
der ni'*" Columne und ?<.*'" Zeile atehenden Bruches ist 



wo das erste Glied auf der rechten Seite offenbar der Zähler 
des in der [m — 1)**" Columue und [n -^ \'f™ Zeile atehen- 
den Brnchea und daa zweite Glied die in dem (m + 1]**" Felde 
der Tafel auf Seite 112 stehende m-EckazaU iat. Femer ist 

hier ist daa erste Glied rechts der Zähler des in der [m — 2)'^" 
Columne nnd ifi -f- 2)*'" Zeile stehenden Brnchea und das 
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zweite Glied die in dem (« -j- 2)'*° Felde der Tafel auf Soite 
112 stehende m-Eekäzahl. 

26) Zu S. 121. BernoulH gebraucht hier iiud in den 
folgenden Kapiteln nicht das Wort »Variation«, sondern be- 
zeichnet die jetzt so genannten Complesionen als sCombina- 
tloneu in Yerbindiing mit ihren Permutationen«. Schon der 
Kürze wegen empfahl sich die Einführung der modernen Be- 
zeichnnng. 

27} Zu S. 126. In der Logüt bedeutet bekanntlich der 
Buehstabe A ein aligemein bejahendes, E ein allgemein yer- 
neinendes, J ein particular hejahendea und ein particulai' 
verneinendes Urtheil [Beispiele: [^) Alle 6' sind P; [E] Kein 
S ist P; [J) Einige S sind P, [0] Einige S sind nicht P\ 
Unter einem kategorischen Syllogismus versteht man einen aus 
di-ei kategorischen Urtheilen (d. h. solchen Urtheilen, welche 
ihren sprachlichen Ansdmck in einem einfachen Aussagesatz 
finden) bestehenden Sohluss vom Allgemeinen auf das Be- 
sondere. 

Als Modi bezeichnet man die verschiedeneu Itategoriachen 
Syllogismen, welche den Variationen der vier Schlussai'ten A, 
E, J, zur dntten Classe mit Wiederhohmg entsprechen. 
Aber nicht alle diese Variationen liefern hrauohhare (»gute«) 
Modi; in der Logik werden gewöhnlich 19 derselben als 
brauchbai'e Modi aufgefühi't und mit ans der Scholastik stam- 
menden Woi-ten hezeielmet, die jedesmal drei von den Vokalen 
A, E, J, enthalten und so zugleich die Arten der ver- 
wendeten Urtheile bezeichnen (z. B. barbai'a, eelai'ent, darii, 
ferio, n, s. w.). Die Anwendung der Comhinatorik auf die Lehre 
vom Syllogismus wird auf den Peripatetiker Aristo von 
Älexandi-ien zni-ttc^eführt (vgl. Prantl, Geschichte der Logik 
im Abendlande, Bd. I, S. 557 und 570). 

Singulare Urtheüe aiud solche, deren Subject einen einzigeu 
Gegenstand ausmacht; sie werden jetzt unter die particularen 
Urtheile subsunimirt. Aueh die unheatinunten Urtheile pflegt 
man nicht mehr von den allgemeinen und pai'tioularen zu 
trennen; es sind solche, bei denen der Umfang des Subjeet- 
hegriffes nicht genau bestimmt ist. 

28) Zu S. 131 und 132. Daas in der Tafel die Anzahl 
der VaiTationen zur höchsten Classe stets gleich der Anzahl 
der Variationen zur nächstuie deren Classe ist, wieviele Diuge 
^uoh vaiiirt werden, lässt sieh folgen dermaassen beweisen, 
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Bildet man sicli die eutspreclieade Tafel filr das Producl. 
Pi'^Pi'' ■ • ■ Pn"'^ ■ ■ ■ Pk"'^, so hat mau zuerst )',, Zeilen (ent- 
spreehead p, "') mit allen ligurii'ten Zahlen bis zu den »'j-Ecks- 
zahlen [einschl.] zu bilden und erhält in 2v,, — IColimnen Zahlen; 

in der letzten Columne steht die Zahl 1 '_ , ) ^^'itl i» der 

(2 ^ 2\ /2 p — 2 \ 

' „ I und I * , I, wel- 
v, — 2 J \ r,— 1 /' 

che addiit ebenfalls (" ' , 1 ei'geben. Dann hat man die 

Snmmenzahlen in der [v, + l)''" Zeile mit ebenso vi eleu na- 
ttlrlichen Zahlen, Di-eieeks-, ..., iij-Eokszahlen zn multipliciren 
und sieh so v^ Zellen zu bilden und zu summiren. Dann hat man 
Jetzt in der letzten, d. i. der {2y^--{--v^—2Y''" Gohimne, das Glied: 

/2)', — ni2y,+v, — n 



und in der vorletzten Columne: 



Vir 



^i::::;K"':x\ 



In der Weise fähit man in der Bildung der Tafel fort. Nimmt 
man nun an, dass die beiden letzten Vai-iationszalilen für 
Pi'''P%''^ • ■ • Pi'-i'''''''^ einander gleich sind, und hat man die 
)'„ Zeilen, welche p^"' p^"^ . . . p/^ entäprechen, gebildet, so 

findet man, dassin der letzten, d. i. der [tv^-^-v^-^ l-i'^^i')'"' 

Columne das Glied 



aDeiu steht, und iu der vorletzten die Ijoidoji Glieder 



,//2'',+i',+-H-)'i,-«- 
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